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ΠΕΡΙΛΗΦΗ 

 

Η παξνύζα κεηαπηπρηαθή εξγαζία εθπνλήζεθε ζηα πιαίζηα ηωλ 

κεηαπηπρηαθώλ ζπνπδώλ κνπ ζην δηαηκεκαηηθό πξόγξακκα «Σπζηήκαηα 

Απηνκαηηζκνύ» ηνπ Ε.Μ.Π ζην εξγαζηήξην CSL(Control Systems Laboratory). 

Αληηθείκελν ηεο απνηειεί ε κειέηε θαη ε πινπνίεζε κεζνδνινγηώλ ειέγρνπ ζε 
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εμόδνπ.  

Σηελ ζπλερεία ζρεδηάζηεθε ε πξώηε εξγαζηεξηαθή άζθεζε `` Αληίζηξνθν 
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ηνπ απινπνηεκέλνπ ζπζηήκαηνο δεκηνπξγήζεθε ε δεύηεξε εξγαζηεξηαθή 

άζθεζε ``Τόπνο ηωλ ξηδώλ- Ειεγθηήο PID’’ . 

Αθόκα ζρεδηάζηεθε ε εξγαζηεξηαθή άζθεζε ``ηνπνζέηεζε πόιωλ-LQR’’ γηα 
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

1.1 Áíôéêåßìåíï ôçò Åñãáóßáò

Ç áíÜãêç ãéá äçìéïõñãßá åíüò óõóôÞìáôïò áõôüìáôïõ Ýëåã÷ïõ åßíáé Ýíá áðü
ôá ðáëéüôåñá ðñïâëÞìáôá ðïõ Ý÷åé áðáó÷ïëÞóåé ôïí Üíèñùðï . Ôï 200 Ð.×
ôï ðñþôï óýóôçìá áõôüìáôï åëÝã÷ïõ öëïôÝñ íåñïý öôéÜ÷ôçêå óôçí ÅëëÜäá
ýóôåñá ìåôÜ áðü 100 ÷ñüíéá öôéÜ÷ôçêå ôï ðñþôï áõôüìáôï ñïëüé ìå íåñïý.
Ôï 1600 ôï ðñþôï óýóôçìá ìå áíÜäñáóç ãéá ñýèìéóç èåñìïêñáóßáò öôéÜ÷ôçêå
óôçí Ïëëáíäßáò.
Ìå ôçí ñáãäáßá åîÝëéîç ôùí çëåêôñïìç÷áíïëïãéêþí óõóôçìÜôùí ç áíÜãêç
ãéá Ýíá óýóôçìá ðëÞñïõò áõôïìÜôïõ Ý÷åé ìåãáëþóåé, ìÝ÷ñé åêåß ðïõ ðñïâëÝ-
ðåôáé íá îåðåñÜóåé ôá üñéá ôçò óçìåñéíÞò ìáò öáíôáóßáò. ¸ôóé ðñïóðáèþíôáò
êÜèå ìÝñá íá öôéÜ÷íïõìå óõóôÞìáôá ðïõ âåëôéþíïõí ôçí ðïéüôçôá ôçò æùÞò
ìáò ç Ýííïéá ôïõ áõôïìÜôïõ Ýëåã÷ïõ áðïêôÜ üëï êáé ðåñéóóüôåñï äéÜöïñåò
åöáñìïãÝò êáé Ýôóé ç áíÜãêç ãéá âÝëôéóôá óõóôÞìáôá üëï êáé ðåñéóóüôåñï
ãßíïíôáé áðáñáßôçôá.
Óôá ðëáßóéá áõôÞò ôçò öéëïóïößáò ðñáãìáôïðïéÞèçêå áõôÞ ç ìåëÝôç - ìåôá-
ðôõ÷
éáêÞ åñãáóßá, Óôçí ïðïßá ðñáãìáôïðïéÞèçêáí êáé åöáñìüóôçêáí êÜðïéåò âáó-
éêÝò Ýííïéåò ôçò èåùñßáò áõôïìÜôïõ åëÝã÷ïõ ðÜíù óôï óýóôçìá ôïõ áíåóôñáì
ìÝíï Åêêñåìïýò ìïíôÝëï 505 ôçò åôáéñßáò ECP (Inverted pendulum model
505 -ECP) áðü ôéò ïðïßåò ó÷åäéÜóôçêáí ïé åñãáóôçñéáêÝò áóêÞóåéò óôá ìá-
èÞìáôá \ÅéóáãùãÞ óôá ÓõóôÞìáôá ÁõôïìÜôïõ ¸ëåã÷ïõ 1" êáé \ÓõóôÞìáôá
ÁõôïìÜôïõ ¸ëåã÷ïõ 2" ôçò ó÷ïëÞò ìç÷áíïëüãùí ìç÷áíéêþí .
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2 ÊåöÜëáéï 1 - ÅéóáãùãÞ

1.2 Ôï Óýóôçìá ÁíåóôñáììÝíï ÅêêñåìÝò

Ôï áíåóôñáììÝíï åêêñåìÝò åßíáé Ýíá ÅêêñåìÝò ðïõ Ý÷åé ôçí ìÜæá óôï Üíù óç-
ìåßï éóïññïðßáò. Åöáñìüæåôáé óõ÷íÜ ðÜíù óå Ýíá áìÜîé ðïõ ìðïñåß íá êéíçèåß
óå ïñéæüíôéá Üîïíá êáé Ýôóé óå ìåñéêÝò âéâëéïãñáößåò áíáöÝñåôáé Ýùò óýóôçìá
ðüëïò-áìÜîé (cart and pole). ¸íá êáíïíéêü óýóôçìá åêêñåìÝò åßíáé åõóôáèÝò
üôáí êñÝìåôáé ðñïò ôá êÜôù (êÜôù óçìåßï éóïññïðßáò) åíþ ôï áíåóôñáììÝíï
ðáñïõóéÜæåé áóôÜèåéá, äçëáäÞ ìå ðáñáìéêñÞ äéáôáñá÷Þ ôï óýóôçìá áðïìáêñý-
íåôáé áðï ôï óÞìåéï éóïññïðßáò. ¸íá ôÝôïéï óýóôçìá èá ìðïñïýóå íá ãßíåé
åõóôáèÝò åßôå ìå ôçí åöáñìïãÞ ìéáò ñïðÞò óôç ñÜâäïò åßôå ìåôáêéíþíôáò ôï
áìÜîé (óôï ïñßæïíôá Üîïíá) ìÝóù åíüò óõóôÞìáôïò åëÝã÷ïõ ìå áíÜäñáóç.

Ó÷Þìá 1.1: Óýóôçìá ÁíåóôñáììÝíï ÅêêñåìÝò

Ôï áíåóôñáììÝíï åêêñåìÝò åßíáé Ýíá êëáóéêü ðñüâëçìá óôçí äõíáìéêÞ êáé
óôç èåùñßá áõôïìÜôïõ åëÝã÷ïõ êáé ÷ñçóéìïðïéåßôáé óõ÷íÜ ùò óçìåßï áíáöïñÜò
ãéá ôçí äïêéìÞ áëãüñéèìùí åëÝã÷ïõ (PID åëåãêôÝò, íåõñùíéê
Ü äßêôõá, fuzzy control, ãåíåôéêïß áëãüñéèìïé êëð). Ïé äéÜöïñåò ìÝèïäïé óå
áõôü ôï óýóôçìá åöáñìüæïíôáé ìå óêïðü íá êñáôÞóïõí ôï åêêñåìÝò óôï Üíù
óçìåßï éóïññïðßáò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ìåôáêßíçóç ôïõ áìáîéïý Ýùò åßóïäï
åëÝã÷ïõ óôï óýóôçìá.
Ôï áíåóôñáììÝíï åêêñåìÝò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óå áõôçí ôçí ìåëÝôç ïðþò
áíáöÝñèçêå ðáñáðÜíù åßíáé ôï \ Inverted pendulum model 505 " ôçò åôáéñßáò
ECP, Ôï ïðïßï äéáöÝñåé áñêåôÜ áðï ôï êëáóéêü áíåóôñáìÝíï åêêñåìÝò ôïõ
ó÷Þìáôïò 1.1 êáé èá ðáñïõóéáóôåß áíáëõôéêÜ óôï åðüìåíï êåöÜëáéï.



ÊåöÜëáéï 2

Ôå÷íéêÞ ÐåñéãñáöÞ ôïõ
ÓõóôÞìáôïò

Ðåñßëçøç ôïõ ÓõóôÞìáôïò

Ôï óýóôçìá Ýëåã÷ïõ ôïõ áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò ôçò åñãáóßáò áõôÞò áðïôå-
ëåßôáé áðü ôñßá õðïóõóôÞìáôá üðùò öáßíåôáé êáé óôï ó÷Þìá 2.1. Óôá ïðïßá ôï
ðñþôï åßíáé ôï çëåêôñïìç÷áíïëïãéêü óýóôçìá, ôï ïðïßï áðïôåëåßôáé áðü ôï
óýóôçìá áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò, ôïõò åíåñãçôÝò êáé ôïõò áéóèçôÞñåò ôïõ.
Ðéï áíáëõôéêÜ ôï óýóôçìá ðåñéÝ÷åé Ýíá DC óåñâñü êéíçôÞñá , äõï áéóèçôÞñåò
øçëÞò áíÜëõóçò, ìéá óõññüìåíç ñÜâäï êáé ñõèìéæüìåíá âÜñç éóïññïðßáò.

Ó÷Þìá 2.1: Óõíïëéêü Óýóôçìá ÁíåóôñáììÝíïõ Åêêñåìïýò ìáæß ìå Åíéó÷õôÞ
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4 ÊåöÜëáéï 2

Ôï äåýôåñï õðïóýóôçìá ôï üðïéï öáßíåôáé êáé óôï ðáñáðÜíù ó÷Þìá åßíáé
ôï real-time controller ôï üðïéï ðåñéÝ÷åé ôï øçöéáêü óýóôçìá åðåîåñãáóßáò
óÞìáôïò (DSP)1, ÓÝñâï Åíéó÷õôÞ. Ôï DSP åßíáé éêáíü íá õëïðïéåß íüìïõò
Ýëåã÷ïõ óå ðïëý øÞëç ôá÷ýôçôá äåéãìáôïëçøßáò 2. Ìå áõôü ôïí ôñüðï åðé-
ôñÝðåé ôçí åöáñìïãÞ äéáöüñùí áëãïñßèìùí åëÝã÷ïõ óå ìïñöÞ óõíå÷ïýò êáé
äéáêñéôïý ÷ñüíïõ. Åðßóçò ôï controller äéáèÝôåé óýóôçìá áðïêùäéêïðïßçóçò
ôïõ óÞìáôïò ðïõ Ýñ÷åôáé áðü ôïõò áéóèçôÞñåò êáé óýóôçìá ìåôáôñïðÞò áðï
øçöéáêü óå áíáëïãéêü 3 êáé áíôéóôñüöùò.4.

Ôï ôñßôï õðïóýóôçìá åßíáé ôï äéïéêçôéêü ðñüãñáììá (executive program)
ôï ïðïßï ôñÝ÷åé óå Ýíá õðïëïãéóôÞ õðü ëåéôïõñãéêü MS-DOS Þ windows. Ôï
executive program õðïóôçñßæåé ôçí åêôÝëåóç äéÜöïñùí áëãïñßèìùí Ýëåã÷ïõ,
áðüêôçóç êáé áðïèÞêåõóç ôùí äåäïìÝíùí êáé ó÷åäßáóç äéáãñáììÜôùí áðü
óÞìáôá Ýëåã÷ïõ êáèþò êáé áðïêñßóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò êôë. ôá ïðïßá èá
ðáñïõóéáóôïýí ðéï áíáëõôéêÜ óôá åðüìåíá õðïêåöÜëáéá.

2.1 Çëåêôñïìç÷áíïëïãéêü Óýóôçìá

Ôï çëåêôñïìç÷áíïëïãéêü óýóôçìá Þ ôï \ÁíåóôñáììÝíï åêêñåìÝò" ðïõ ìåëå-
ôÜôáé óå áõôÞí ôçí åñãáóßá üðùò öáßíåôáé êáé óôï ó÷Þìá 2.2 áðïôåëåßôáé
áðü Ýíá åêêñåìÝò (\pendulum rod") ðÜíù óôï üðïéï õðïóôçñßæåôáé ìéá óõñü-
ìåíç êáé éóïññïðçìÝíç ñÜâäï. Óôá Üêñá ôçò óõñïìÝíç ñÜâäïõ ôïðïèåôïýíôáé
äõï ÷Üëêéíá âáñÜêéá ôá ïðïßá ìðïñïýí íá áöáéñåèïýí áðü ôï óýóôçìá. Ç
óõñïìÝíç ñÜâäïò ïäçãåßôáé êáé ìåôáêéíåßôáé ìÝóù åíüò éìÜíôá. Ï éìÜíôáò
ìåôáêéíåßôáé ìÝóù ìéáò ôñï÷áëßáò ç ïðïßá êéíåßôáé áðü ôïí dc êéíçôÞñá (óôï
êÜôù Üêñï ôïõ åêêñåìïýò) ìÝóù åíüò Üîïíá. ÊÜôù áðü ôïí dc êéíçôÞñá
üðùò öáßíåôáé êáé óôï ó÷Þìá Ý÷åé ôïðïèåôçèåß Ýíáò áéóèçôÞñáò 5 (\Encoder")
ï ïðïßïò ìåôñÜåé ôçí ôéìÞ ôçò × (ìåôáêßíçóç ôçò óõñïìÝíç ñÜâäïõ). ÊÜôù
áðü ôï åêêñåìÝò ôïðïèåôïýíôáé äõï ÷Üëêéíá âáñÜêéá ôá ïðïßá åßíáé ñõèìéæü-
ìåíá (ðÜíù êáé êÜôù) êáé ìðïñïýí íá áöáéñåèïýí ôåëåßùò áðü ôï óýóôçìá.
ÊÜèåôá óôïí Üîïíá ôïõ åêêñåìïýò Ý÷åé ôïðïèåôçèåß Ýíáò áéóèçôÞñáò õøçëÞò
áêñéâåßáò, ï ïðïßïò ìåôñÜåé ôçí ôéìÞ ôçò È (ãùíßá ôïõ åêêñåìïýò). ¸ôóé
ìå ôçí ìåôáêßíçóç ôçò èÝóçò ôçò óõñïìÝíçò ñÜâäïõ êáé ìå ôçí ðáñïõóßá ôçò
âáñýôçôáò ìðïñåß ôï åêêñåìÝò íá åëåã÷ôåß. Ìå ôçí ìåôáêßíçóç ôïõ êÜôù âÜ-

1DSP- Digital Signal Processor
2sampling rates
3DAC-Digital to Analog Converter`s
4ADC- Analog to Digital Converter`s
5Ïé áéóèçôÞñåò óôï óýóôçìá ìáò ìåôñÜíå ôçí èÝóç êáé ðáñáãùãßæïíôáò ôçí èÝóç ìå-

ôñéÝôáé ç ôá÷ýôçôá
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ñïõò, ìðïñåß êáíåßò íá áëëÜæåé ôï êÝíôñï âÜñïò ôïõ åêêñåìïýò êáé Ýôóé íá
áëëÜîåé ôéò äõíáìéêÝò ôïõò óõóôÞìáôïò.

Ó÷Þìá 2.2: Ìç÷áíéóìüò ôïõ ÁíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò

2.2 ÐåñéãñáöÞ ôïõ Äéïéêçôéêïý ÐñïãñáììÜôïò

¼ðùò áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò ôï executive program ECP åßíáé ç èýñá åðá-
öÞò ìåôáîý ôïõ ÷ñÞóôç ôïõ óõóôÞìáôïò êáé ôïõ áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò.
Ôï ëïãéóìéêü áõôü Ý÷åé ó÷åäéáóôåß Ýôóé þóôå íá ðñïóöÝñåé óôïí ÷ñÞóôç Ýíá
öéëéêü ðåñéâÜëëïí õðü ëåéôïõñãéêü óýóôçìá Windows ìå äéÜöïñá ðáñÜèõñá
êáé ìåíïý. Ôï ëïãéóìéêü áõôü õðïóôçñßæåé äéÜöïñåò ìïñöÝò åëåãêôþí (óõíå÷-
ïýò êáé äéáêñéôïý ÷ñüíïõ) êáé Ýôóé ìðïñåß êáíåßò íá åöáñìüóåé äéÜöïñåò ìïñ-
öÝò åëåãêôþí. Åðßóçò ðñïóöÝñåé óôïí ÷ñÞóôç ôçí äõíáôüôçôá íá åðéëÝîåé
îå÷ùñéóôÜ äåäïìÝíá (áðïêñßóåéò) áðü äéÜöïñïõò áéóèçôÞñåò ôïõ óõóôÞìáôïò
êáé Ýðåéôá ó÷åäßáóç äéáãñáììÜôùí ìåôáîý ôïõò. Åðßóçò ðñïóöÝñåé ôçí äõíáô-
üôçôá åðéëïãÞò åéóüäïõ óôï óýóôçìá (ó÷åäßáóç áëãïñéèìþí åëÝã÷ïõ). ¼ëá
áõôÜ èá ðáñïõóéáóôïýí áíáëõôéêüôåñá óôç óõíÝ÷åéá.
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2.2.1 ÁðáéôÞóåéò ôïõ ÓõóôÞìáôïò

Ôï executive program (ECP) ìðïñåß íá åãêáôáóôáèåß óå ïðïéïäÞðïôå õðïëï-
ãéóôÞ ìå åëÜ÷éóôï RAM Ýíá megabyte êáé åëÜ÷éóôï äéáèÝóéìï óêëçñü äßóêï
ôñßá megabytes. Ìðïñåß íá åãêáôáóôáèåß óôï ëåéôïõñãéêü MSDOS 3.x, 4.x,
êáé 5 êáé åðßóçò óå ëåéôïõñãéêü windows 98 êáé XP. Ðñïôåßíåôáé íá ÷ñçóéìïðï-
éçèåß Ýíáò õðïëïãéóôÞò Pentium 4 Þ áíþôåñï.

2.2.2 Ôï Öüíôï ôïõ ÐñïãñÜììáôïò

Ôï öüíôï ôïõ ðñïãñÜììáôïò ECP ðáñïõóéÜæåôáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá, óôï
ïðïßï öáßíåôáé üôé ôï ðñüãñáììá Ý÷åé ó÷åäéáóôåß ãéá ôñåéò áéóèçôÞñåò åíþ
åìåßò óôï óýóôçìá ìáò Ý÷ïõìå äõï áéóèçôÞñåò . Åðßóçò öáßíåôáé ôï êïõìðß
Abort Control , ôï üðïéï Ý÷åé ó÷åäéáóôåß ãéá íá óôáìáôÞóåé ôçí ëåéôïõñãßá
ôïõ óõóôÞìáôïò óå êÜèå åíäå÷üìåíç åðéêßíäõíç áíåðéèýìçôç óõìðåñéöïñÜ ôïõ.
Åðßóçò üðùò öáßíåôáé êáé óôï ó÷Þìá ôï ðñüãñáììá ðåñéÝ÷åé Ýíá ãåíéêü ìåíïý
ôï üðïéï èá ðáñïõóéáóôåß ðéï áíáëõôéêÜ.

Ó÷Þìá 2.3: Ôï Öüíôï ôïõ ëïãéóìéêïý ECP

Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá õðÜñ÷ïõí áêüìá äõï åíäåßîåéò ôçò ëåéôïõñãéÜò ôïõ
óõóôÞìáôïò. Ç Control loop Status ìáò äåß÷íåé áí ï áëãüñéèìïò ôïõ åëåãêôÞ
åßíáé óôçí ëåéôïõñãßá (Close), Þ ü÷é (Open). Ç Ýíäåéîç \ Controller Statues
" ìáò äåß÷íåé ôçí êáôÜóôáóç ôïõ åëåãêôÞ, ìå ôï \Active" ìáò äåß÷íåé üôé
ôï óýóôçìá ìáò åßíáé åõóôáèÝò êáé ï åëåãêôÞò äïõëåýåé, åíþ áí ôï óýóôçìá
êëåéóôïý âñüã÷ïõ ìå åëåãêôÞ äåí åßíáé åõóôáèÝò êáé ôï óýóôçìá ðáñïõóéÜæåé
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áóôáèÞ óõìðåñéöïñÜ, (×ôýðá óôá Üêñá), ôüôå ç Ýíäåéîç \Controller Statues"
ìáò ðáñïõóéÜæåé \Limit Exceeded".

2.2.3 Ãåíéêü Ìåíïý

Ôï ãåíéêü Ìåíïý üðùò öáßíåôáé êáé óôï ðñïçãïýìåíï ó÷Þìá áðïôåëåßôáé áðü
åðéëïãÝò:

• File

• Setup

• Command

• Data

• Plotting

• utility

File Menu

Óôçí åðéëïãÞ File õðáñ÷ïõí ïé åîÞò åðéëïãÝò:

• Load Setting

• Save Setting

• About

• Exit

Ôï \ Load Setting" åðéôñÝðåé óôïí ÷ñÞóôç íá öïñôþíåé óôï ëïãéóìéêü Ýíá ðá-
ëéüôåñï áðïèçêåõìÝíï con�guration ôïõ óõóôÞìáôïò. Ôï áñ÷åßï áõôü6 ìðï-
ñåß íá åßíáé ïðïéïäÞðïôå áñ÷åßï ìå åðÝêôáóç\.cfg" ôï ïðïßï Ý÷åé áðïèçêåõôåß
ðñïçãïõìÝíùò áðü ôïí ÷ñÞóôç ìå ôçí åðéëïãÞ ôïõ \Save setting".

6Con�guration �le
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Setup Menu

Ôï \Setup Menu" ðåñéÝ÷åé ôéò åðéëïãÝò:

• Control Algorithm

• User Units

• Communications

Setup Control Algorithm

¼ðùò öáßíåôáé êáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá, ç \Setup Control Algorithm" ìáò
äßíåé ôçí äõíáôüôçôá íá åðéëÝîïõìå ôçí ìïñöÞ ôïõ ÷ñüíïõ (Óõíå÷ïýò Þ Äéáêñ-
éôïý) êáé ôç äõíáôüôçôá åðéëïãÞò ôïõ ÷ñüíïõ äåéãìáôïëçøßáò. Óôï ðáñÜèõñï
\Control Algorithm" ìáò äßíåôáé ôçí äõíáôüôçôá íá åðéëÝîïõìå ìåôáîý äéáöü-
ñùí ôýðùí åëåãêôþí. ÊÜèå ìïñöÞ åëåãêôÞ ìåôáöñÜæåôáé êáé ôïðïèåôåßôáé óôï
\General form" (âëÝðå ó÷Þìá 2.6) êáé ôï ðñüãñáììá áðü êåé öïñôþíåé ôá äéÜ-
öïñá åðéëåãìÝíá êÝñäç. ÐñÝðåé íá ôïíéóôåß óå áõôü ôï óçìåßï üôé ïé åðéëïãÝò
\PID" , \ PI with velocity",\PID + Notch", \Dynamic Forward Path", \Dy-
namic pre�lter /Return Path" äåí åßíáé åöáñìüóéìåò óôï óýóôçìá ìáò, ãéáôß
ìå âÜóç áõôÝò ìðïñåß íá åðéëåãåß ìïíÜ÷á Ýíáò âñü÷ïò áðï Ýíáí áéóèçôÞñá
(encoder) ôïõ óõóôÞìáôïò (âëÝðå ó÷Þìá 2.5). ¸ôóé üðùò åßíáé êáôáíïçôü ìå
ôçí åðéëïãÞ ìïíá÷Ü Ýíïò âñü÷ïõ (åßôå È åßôå ×) äåí ìðïñïýìå íá åëÝãîïõìå
ôï óýóôçìá áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò.

Ó÷Þìá 2.4: ðáñÜèõñï \setup control algorithm"
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Ó÷Þìá 2.5: ðáñÜèõñï \PID algorithm"

¼ðùò öáßíåôáé êáé áðï ôçí ìïñöÞ ôïõ ðáñáèõñïý \General form" (ó÷Þìá
2.6), ìðïñåß êáíåßò ìå ôïðïèÝôçóç êåñäþí óå êáôÜëëçëåò èÝóåéò íá ó÷åäßáóåé
äéÜöïñïõò ôýðïõò åëÝã÷ïõ, ôá ïðïßá èá óõæçôçèïýí ðéï áíáëõôéêÜ óôá åðü-
ìåíá êåöÜëáéá. ¼ðùò öáßíåôáé êáé óôï ó÷Þìá 2.4 ï ÷ñÞóôçò ôïõ óõóôÞìáôïò

Ó÷Þìá 2.6: ðáñÜèõñï \General form"
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ãéá íá åöáñìüóåé Ýíáí åëåãêôÞ óôï óýóôçìá, ðñÝðåé íá äéáëÝîåé ìéá ìïñöÞ
åëåãêôÞ áðü ôï õðïðáñÜèõñï \Control Algorithm", ýóôåñá ðñÝðåé íá äéáëÝ-
îåé \ Setup Algorithm" ãéá íá ôïðïèåôÞóåé ôá óõãêåêñéìÝíá êÝñäç êáé ìåôÜ
\Implement Algorithm" ãéá íá ëåéôïõñãÞóåé ôï óýóôçìá ìå ôï óõãêåêñéìÝíï
åëåãêôÞ.
¼óïí áöïñÜ ôï \sampling time" ðñåðåß íá ôïíéóôåß üôé ï ìéêñüôåñïò ÷ñü-
íïò äåéãìáôïëçøßáò ðïõ ìðïñåß íá åöáñìïóôåß óôï óýóôçìá åßíáé 0.000884 ts
(1.1 KHz åßíáé ç ìåãáëýôåñç óõ÷íüôçôá ôïõ óõóôÞìáôïò), üìùò óå ðïëëÝò
åöáñìïãÝò ï ÷ñïíüò äåéãìáôïëçøßáò Ôs = 0:00442 åßíáé Ýíáò ìÝóïò êáé êáëüò
÷ñüíïò äåéãìáôïëçøßáò.

Óõíå÷Þò ×ñüíïò êáé äéáêñéôüò ×ñüíïò

Óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò ÷ñåéáæüìáóôå íá åöáñìüæïõìå Ýíáí åëåãêôÞ óå óõíå-
÷ïýò ÷ñüíïõ Þ äéáêñéôïý ÷ñüíïõ 7. ¸íáò åìðåéñéêüò êáíüíáò ðïõ ÷ñçóé-
ìïðïéåßôáé óõ÷íÜ åßíáé üôé ç ðñïóÝããéóç ôïõ äåßãìáôïò äåéãìáôïëçøßáò ôïõ
óõóôÞìáôïò ìå óõíå÷Þ ÷ñüíï åßíáé óùóôÞ êáé ïñèÞ áí ç óõ÷íüôçôá äåéã-
ìáôïëçøßáò åßíáé ôïõëÜ÷éóôïí 10 öïñÝò ôá÷ýôåñç áðü ôï åýñïò æþíçò ôïõ
êëåéóôïý óõóôÞìáôïò (system bandwidth). Áöïý ôï åöéêôü åýñïò æþíçò ôïõ
êëåéóôïý óõóôÞìáôïò ôïõ áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò ôçò åñãáóßáò åßíáé ãåíé-
êþò ìéêôüôåñï áðü 5 Hz, ôüôå ìéá óõ÷íüôçôá äåéãìáôïëçøßáò ìåãáëýôåñç áðü
100 Hz ìáò åîáóöáëßæåé áðïôåëÝóìáôá ôá ïðïßá åßíáé ìç-äéáêñéíüìåíá ìåôáîý
éóïäýíáìùí åëåãêôþí óõíå÷ïýò êáé äéáêñéôïý ÷ñüíïõ. ¸ôóé ãéá óõ÷íüôçôá
äåéãìáôïëçøßáò Üíù ôùí 50 Hz, ï ÷ñÞóôçò ìðïñåß íá ó÷åäéÜóåé åëåãêôÝò óõ-
íå÷ïýò ÷ñüíïõ ÷ùñßò êáìßá ìåôñßóéìç äéáöïñÜ óå ó÷Ýóç ìå ôçí ðåñßðôùóç ôïõ
éäßïõ åëåãêôÞ óôï äéáêñéôü ÷ñüíï.

ÐñÝðåé íá õðåíèõìßóïõìå üôé ãåíéêüôåñá áêüìá êáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ
åëåãêôÞ óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ, ï ðñáãìáôéêüò åëåãêôÞò ðïõ åöáñìüæåôáé óôï óý-
óôçìá åßváé äéáêñéôïý ÷ñüíïõ. ÄçëáäÞ áí ó÷åäéÜóïõìå Ýíáí åëåãêôÞ óõí-
å÷ïýò ÷ñüíïõ, ïé åëåãêôÝò ìåôáôñÝðïíôáé ôåëéêÜ óå äéáêñéôïý ÷ñüíïõ. Ãéá
ðïëõþíõìá n(s); d(s) óôï \PID + Notch"; s(s); t(s) êáé r(s) óôï \Dynamic
Forward Path, Dynamic Pre�lter / Return Path" êáé \General form"; êáé
k(s); l(s) óôï \Feed Forward", ÷ñçóéìïðïéåßôáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Tustin (
bilinear):

S =
2

TS

1− Z−1

1 + Z−1
(2.1)

7Óå åñãáóôçñéáêÝò áóêÞóåéò óôá ìáèÞìáôá ÓÁÅ 1 êáé ÓÁÅ 2 ÷ñçóéìïðïéïýìå \Óõíå-
÷ïýò ×ñüíïõ"
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Óôéò Üëëåò ðåñéðôþóåéò (Ðñþôçò ôÜîçò) ÷ñçóéìïðïéåßôáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò
\Backward Di�erence":

S =
1− Z−1

TS
(2.2)

¼ðïõ ôï Ts åßíáé ÷ñüíïò äåéãìáôïëçøßáò êáé ôï Z åßíáé ìåôáó÷çìáôéóìüò Æ
ôùí äéáêñéôþí óõóôçìáôþí.

Command Menu

Ìå ôçí åðéëïãÞ \ Command" áðï ôï ãåíéêü ìåíïý Ý÷ïõìå ôéò ðáñáêáôþ
åðéëïãÝò:

• Trajectory Con�guration

• Execute

Trajectory Con�guration

¼ðùò öáßíåôáé êáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá, ôï\ Trajectory con�guration" ìáò
äßíåé ôçí äõíáôüôçôá åðéëïãÞò ìåôáîý äéáöüñùí ôýðùí åéóüäïõ ôéò ïðïßåò ìðï-
ñåß ôï óýóôçìá ìáò íá ÷åéñéóôåß. Ç åßóïäïò \Step" ìáò äßíåé åðßóçò ôçí äõ-
íáôüôçôá ãéá åßóïäï \step" óôï óýóôçìá áíïé÷ôïý âñü÷ïõ Þ êëåéóôïý.

Ó÷Þìá 2.7: ðáñÜèõñï \Trajectory Con�guration"

Execute

Ìå ôçí ÷ñÞóç ôïõ \Execute" ôñÝ÷ïõìå ôï \Trajectory" ðïõ Ý÷ïõìå äéáëÝîåé
óôï ðáñÜèõñï\Trajectory Con�guration". Ãéá íá ôñÝîïõìå Ýíá óýóôçìá ìå
åëåãêôÞ êáé ìéá åßóïäï, ðñÝðåé áñ÷éêÜ íá äéáëÝîïõìå ôïí åëåãêôÞ ìáò áðü
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ôï\ Setup Algorithm", ýóôåñá íá ôñÝîïõìå ôï óýóôçìá ìå ôçí ÷ñÞóç ôçò
\Implement Trajectory" êáé íá äéáëÝîïõìå ìéá åßóïäï áðü \Trajectory Con-
�guration" êáé ôÝëïò ìå ôçí ÷ñÞóç ôçò \Execute" íá ôñÝîïõìå ôï óýóôçìá
êëåéóôïý âñü÷ïõ ( Þ áíïé÷ôïý ìå åëåãêôÞ).

Data Menu

Ôï \Data Menu" ðåñéÝ÷åé ôéò ðáñáêÜôù åðéëïãÝò:

• Setup Data Acquisition

• Upload Data

• Export Raw Data

Setup Data Acquisition

Ç åðéëïãÞ \ Setup Data Acquisition" åðéôñÝðåé óôïí ÷ñÞóôç íá äéáëÝîåé óå
ðïéï áðü ôá ðáñáêÜôù íá óõëëÝãïíôáé ôá äåäïìÝíá êáôÜ äéÜñêåéá åêôÝëåóçò
ìéáò åéóüäïõ (áðü \Execute Trajectory") óôï óýóôçìá, äçëáäÞ ìðïñåß íá
åðéëÝîåé óå ðïéá áðü áõôÜ ôá ðáñáêÜôù íá ãßíåé äåéãìáôïëçøßá äåäïìÝíùí
üôáí ôñÝ÷ïõìå ìéá åßóïäï óôï óýóôçìá.

• Commanded position

• Encoder 1 Position (Áíôéóôïé÷åß óôçí ãùíßá ôïõ åêêñåìïýò)

• Encoder 2 Position (Áíôéóôïé÷åß óôçí èÝóç ôçò ÑÜâäïõ)

• Encoder 3 Position (Äåí ×ñçóéìïðïéåßôáé óôï Áíåóôñáììåíï åêêñåìÝò
ôçò åñãáóßáò)

• Control E�ort (Áíôéóôïé÷åß óôçí Ýîïäï ðñïò óåñâü êéíçôÞñá)

• Node A : Åßóïäï óôï Ðïëõþíõìï H (âëÝðå Ó÷Þìá 2.6)

• Node B : Åßóïäï óôï Ðïëõþíõìï E (âëÝðå Ó÷Þìá 2.5)

• Node C : ¸îïäïò áðü ôï Ðïëõþíõìï 1
G

(âëÝðå Ó÷Þìá 2.6)

• Node D :¸îïäïò áðü ôï \feedforward controller" (âëÝðå Ó÷Þìá 2.4)

Óå áõôü ôï ðáñÜèõñï üðùò öáßíåôáé êáé óôï ó÷Þìá 2.8, Ï ÷ñÞóôçò ìå ôçí
åðéëïãÞ \Delete item" Þ \Add item" ìðïñåß íá ðñïóèÝôåé Þ íá áöáéñåß áðü
ôçí ëßóôá ôùí åðéëåãìÝíùí ðñïò äåéãìáôïëçøßá. Åðßóçò ï ÷ñÞóôçò ðñÝðåé
íá åðéëÝîåé ðåñßïäï äåéãìáôïëçøßáò\Sampling period", Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ï



Ôå÷íéêÞ Äéáôýðùóç 13

÷ñüíïò äåéãìáôïëçøßáò ( TS âëÝðå Ó÷Þìá 2.4) åßíáé 0.00442 äåõôåñüëåðôá
êáé ï ÷ñÞóôçò äéáëÝãåé 5 ãéá ôçí ðåñßïäï äåéãìáôïëçøßáò \Sampling period",
ôüôå ôá åðéëåãìÝíá äåäïìÝíá óõëëÝãïíôáé êÜèå ðÝíôå åðß ÷ñüíï äåéãìáôïëçøß-
áò Þ ìå Üëëá ëüãéá êÜèå 0.0221 äåõôåñüëåðôá. Óõ÷íÜ ãéá óõóôÞìáôá ìå
åßóïäï ðïõ ðåñéÝ÷åé ãñÞãïñç óõ÷íüôçôá ( Ð.× \step" Þ \Sine Sweep" ìå
õøçëÞ óõ÷íüôçôá), ðñÝðåé íá åðéëå÷ôåß ìéêñÞ ðåñßïäïò äåéãìáôïëçøßáò, ÁëëÜ
áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, ðáðïöåýãïíôáé ðïëý ìéêñïß ðåñßïäïé üðïõ äåí ÷ñåéÜæåôáé
ãéá íá ìçí Ý÷ïõìå êáèõóôÝñçóç ãéá ôçí äéáäéêáóßá \upload" êáé \plot" ôùí
äåäïìÝíùí.

Ó÷Þìá 2.8: ðáñÜèõñï \Setup Data Acquisition"

Export Raw Data

Ôï \ Export Raw Data" åðéôñÝðåé óôïí ÷ñÞóôç íá áðïèçêåýóåé ôá óõëëåãüì-
åíá äåäïìÝíá óå Ýíá \text �le" óå ìéá äéÜôáîç ðïõ åßíáé êáôÜëëçëç êáé âïëéêÞ
ãéá íá åðåîåñãáóôåß óå Üëëï ëïãéóìéêü üðùò Ìatlabr.

Plotting Menu

Ôï \ Plotting Menu" åðéôñÝðåé óôïí ÷ñÞóôç íá ðëïôôÜñåé \plotting" ôá äåäïì-
Ýíá äåéãìáôïëçøßáò. ÅðéôñÝðåé óôïí ÷ñÞóôç íá äéáëÝîåé äéáöüñïõò óõíäõáóì-
ïýò ìåôáîý ôùí äåäïìÝíùí êáé åðßóçò ôïõ ðñïóöÝñåé ôçí äõíáôüôçôá áðïèÞê-
åõóçò ôùí äéáãñáììÜôùí êáé öüñôéóçò ôïõò óôïí êáé áðü ôïí óêëçñü äßóêï.
Åðßóçò äßíåé ôçí äõíáôüôçôá \Real time plot" êáôÜ ôçí ïðïßá ìðïñåß êáíåßò
íá âëÝðåé \live" ôçí áðüêñéóç ôïõ óõóôÞìáôïò.
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2.3 Real-Time Controller

Óå áõôü ôï õðïêåöÜëáéï èá äïèåß ìéá óýíôïìç ðåñßëçøç ôçò áñ÷Þò ëåéôïõñãßáò
ôùí äéÜöïñùí ôìçìÜôùí ôïõ \Real-Time Controller". ¼ðùò áíáöÝñèçêå êáé
óôá ðñïçãïýìåíá ôï \ECP Real-Time Controller" åßíáé Ýíáò øçöéáêüò åðå-
îåñãáóôÞò óÞìáôïò 8, ï ïðïßïò âáóßæåôáé óå Ýíá \Single-Board Computer"9

ï ïðïßïò åêôåëåß ôéò ðáñáêÜôù êáèÞêïíôá:

• Servo loop closure

• Command generation

• Sensor Interface

2.3.1 Servo Loop Closure

Ôï \Servo loop closure"óõíèÝôåé ôïí õðïëïãéóìü ôïõ áëãïñßèìïõ åëÝã÷ïõ
ìå ôïí ÷ñüíï äåéãìáôïëçøßáò. Ôï \Real-time controller" åêôåëåß ôï \General
form" ôï ïðïßï ðåñéÝ÷åé ôçí åîßóùóç ôïõ íüìïõ Ýëåã÷ïõ ãéá êÜèå ðåñßïäï äåéã-
ìáôïëçøßáò TS. Ç ìéêñüôåñç äõíáôÞ ôéìÞ ôçò ðåñßïäïò áõôÞò åßíáé 0.000884
äåõôåñüëåðôá (ðåñßðïõ 1.1 KHz). ¼ðùò áíáöÝñèçêå êáé óôï ðñïçãïýìåíï
õðïêåöÜëáéï, üëïé ïé áëãüñéèìïé Ýëåã÷ïõ ðïõ äéáëÝãåé êáé öôéÜ÷íåé ï ÷ñÞ-
óôçò óôï ôåëéêü óôÜäéï ìÝóù ôïõ äéïéêçôéêïý ðñïãñÜììáôïò ìåôáöñÜæïíôáé
óôï \General form" ðñéí êáôÝâåé êáé åöáñìïóôåß áðü ôï \Controller". Ôï\
General form" ÷ñçóéìïðïéåß ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò 96bit (48-bit ãéá áêÝ-
ñáéïõò áñéèìïýò êáé 48-bit ãéá êëáóìáôéêïýò) ãéá õðïëïãéóìïýò ôçò åíôïëÞò
Ýëåã÷ïõ (control e�ort). Ç åíôïëÞ Ýëåã÷ïõ (control e�ort) ìÝóù ôïõ äéïé-
êçôéêïý ðñïãñÜììáôïò ìåôáöñÜæåôáé(áðëþíåôáé) óå Ýíá åýñïò ôùí +/- 16384
counts ðïõ áíôéóôïé÷åß óôá +/-5 Volts óôï 16 ìðéôÜñé DACs (äçëáäÞ ôï range
ôïõ DACs åßíáé óõíïëéêÜ 32768 counts ðïõ áíôéóôïé÷åß óôá 16 bits ôïõ DACs).
Ï Ðåñéïñéóìüò ôïõ 5 Volts ïöåßëåôáé óôçí êëéìÜêùóç ôçò ôÜóçò ôïõ åíéó÷õôÞ
åéóüäïõ ôïõ åíåñãïðïéçôÞ 10 ôïõ óõóôÞìáôïò.

8DSP-Digital Signal Processor
9¸íáò single board Computer (SBC) åßíáé ïëüêëçñïò õðïëïãéóôÞò ï ïðïßïò Ý÷åé

öôéá÷ôåß ðÜíù óå ìéá ðëáêÜ êõêëùìÜôùí, ÐåñéÝ÷åé ìéêñü-åðåîåñãáóôÞ (åò), ìíÞìç, åß-
óïäï/Ýîïäï(I/O) êáé üëá ôá Üëëá áðáñáßôçôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ ÷ñåéÜæåôáé Ýíáò õðïëï-
ãéóôÞò, ìå ôé äéáöïñÜ üôé ï SBC äåí äéáèÝôåé slot ãéá äéáöïñÝò êÜñôåò.

10actuator
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Ó÷Þìá 2.9: äéÜãñáììá \General form" ôïõ áëãüñéèìïõ Ýëåã÷ïõ
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Ðáñáôçñþíôáò ôï ó÷Þìá (2.9), ï áëãüñéèìïò ðïõ áðïôåëåß ôçí ÅíôïëÞ
åëÝã÷ïõ (ç ïðïßá ýóôåñá åéóÜãåôáé óôï DACs), áðïôåëåßôáé áðü:

R(q−1) · nodeA(k) = T (q−1) · cp(k)− S(q−1) · fb1(k) (2.3)

¼ðïõ Ô , S , êáé R åßíáé ðïëõþíõìá åâäüìçò ôÜîçò ôçò ìåôáâëçôÞ q, 11êáé
ôï ãñÜììá \k" ðáñéóôÜíåé ôçí kç ðåñßïäï äåéãìáôïëçøßáò. 12

Ç ìåôáâëçôÞ \nodeA" üðùò öáßíåôáé êáé áðü ôï äéÜãñáììá , åßíáé ìéá åíäéÜìå-
óç ôéìÞ ôïõ ïëéêïý íüìïõ Ýëåã÷ïõ, ï ïðïßïò óõíå÷üìåíá áðïèçêåýåôáé óôçí
ìíÞìç ôïõ óõóôÞìáôïò êáé ìðïñåß ï ÷ñÞóôçò íá ôçí åîÜãåé ìÝóù ôïõ \Data
Acquisition" üðùò Ý÷åé áíáöåñèåß ðñïçãïõìÝíùò. Ç ìåôáâëçôÞ ôéìÞ ôçò cp(k)
åßíáé ç ôéìÞ (command) ôçò åðéèõìçôÞò èÝóçò ç ïðïßá ðáñÜãåôáé áðü ôï \real-
time Controller" êáé èá óõæçôçèåß ðåñéóóüôåñï óôï åðüìåíï õðïêåöÜëáéï. Ç
ìåôáâëçôÞ ôéìÞ ôçò fb1(k) åßíáé ç ôéìÞ ôçò áíÜäñáóçò åñ÷üìåíç áðï Ýíáí áé-
óèçôÞñá, ï ïðïßïò áíÜëïãá ìå ôçí ìïñöÞ ôïõ åðéèõìçôïý áëãïñßèìïõ Ýëåã÷-
ïõ åðéëÝãåôáé ìåôáîý ôùí äõï äéáèÝóéìùí áéóèçôÞñùí óôï óýóôçìá. ¸ôóé
öôéÜ÷íåôáé êáé ï ðñþôïò âñü÷ïò ôïõ óõóôÞìáôïò.

Ï åðüìåíïò åíäéÜìåóïò âñü÷ïò õðïëïãßæåôáé áðï ôçí ðáñáêÜôù:

J(q−1) · nodeB(k) = H(q−1) · nodeA(k)− I(q−1) · fb2(k) (2.4)

Ç ìåôáâëçôÞ ôéìÞ ôçò node(B) åäþ üðùò ðñéí åßíáé ç åíäéÜìåóç ôéìÞ ôïõ ïëé-
êïý íïìïý Ýëåã÷ïõ, ç ïðïßá áðïèçêåýåôáé óôçí ìíÞíç êáé ç fb2 åßíáé ç ôéìÞ
ôçò áíÜäñáóçò åñ÷üìåíç áðï Ýíáí áéóèçôÞñá, ï ïðïßïò ïðþò ãéá ôïí ðñïç-
ãïýìåíï âñü÷ï, áíÜëïãá ìå ôçí ìïñöÞ ôïõ åðéèõìçôïý áëãïñßèìïõ Ýëåã÷ïõ
åðéëÝãåôáé ìåôáîý ôùí äýï äéáèÝóéìùí áéóèçôÞñùí ãéá íá öôéá÷ôåß ï äåõôåñïò
âñü÷ïò ôïõ óõóôÞìáôïò. J, H êáé I åßíáé ðïëõþíõìá äåõôÝñçò ôÜîçò.

Ãéá ôïí ôåëåõôáßï âñü÷ï Ý÷ïõìå:

G(q−1) · nodeC(k) = E(q−1) · nodeB(k)− F (q−1) · fb3(k) (2.5)

ç ìåôáâëçôÞ ôéìÞ ôçò \nodeC" åßíáé ç ôéìÞ ôçò åíôïëÞò åëÝã÷ïõ ðïõ ðá-
ñÜãåôáé áðü ôïí ïëéêü ó÷åäéáóìÝíï åëåãêôÞ êáé ç ìåôáâëçôÞ ôéìÞ fb3 åßíáé
ðñïöáíþò ç ôéìÞ ôçò áíÜäñáóçò áðü åðéèõìçôü êáé åðéëåãìÝíï áéóèçôÞñá ôïõ
óõóôÞìáôïò ãéá ôçí äçìéïõñãßá ôïõ âñü÷ïõ ôñßá. Ôá ðïëõþíõìá G, E, êáé
F åßíáé ðïëõþíõìá äåýôåñçò ôÜîçò. Áí Ý÷ïõìå ó÷åäéÜóåé êáé ðñïóèÝóåé êáé
\Feedforward" èá Ý÷ïõìå:

L(q−1) · nodeD(k) = K(q−1) · cp(k) (2.6)

11unit time shift operator q
12k=0, 1, 2, . . .
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Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ôá L êáé K åßíáé ðïëõþíõìá Ýêôçò ôÜîçò êáé ç ìåôá-
âëçôÞ ôéìÞ ôçò nodeD åßíáé ç ôéìÞ ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï âñü÷ï ôïõ feedforward
êáé üðùò åßíáé áíôéëçðôü ç óõíïëéêÞ ôéìÞ ôçò åíôïëÞò åëÝã÷ïõ ðïõ åéóÜãåôáé
óôï DACs åßíáé:

Ôåëéêç̇ Åíôïëç̇ å̇ëåã÷ïõ = nodeC(k) + nodeD(k) (2.7)

2.3.2 ÐáñáãùãÞ ÅíôïëÞò

Óå áõôü ôï õðïêåöÜëáéï èá åîçãçèåß ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï ðáñÜãïíôáé ïé äéÜ-
öïñåò ìïñöÝò åéóüäïõ óôï âñü÷ï. Ìå ôçí ôïðïèÝôçóç ôùí äéÜöïñùí êåñäþí
ãéá êáôáóêåõÞ ìéáò åðéèõìçôÞò åéóüäïõ óôï óýóôçìá, ôá êÝñäç áõôÜ êáôåâÜ-
æïíôáé óôï \Real-time controller" ìÝóù ôïõ executive ðñïãñÜììáôïò (\Tra-
jectory Con�guration") êáé Ýðåéôá ìå äéáäéêáóßá ç ïðïßá ðáñïõóéÜæåôáé îå÷ù-
ñéóôÜ ãéá êÜèå ìïñöÞ åéóüäïõ ðáñÜãïíôáé ïé äéÜöïñåò åßóïäïé ôïõ óõóôÞìáôïò.

ÂçìáôéêÞ Åßóïäïò(Step)

Ôï Ó÷Þìá 2.10á äåß÷íåé ôçí ôñï÷éÜ ôçò åíôïëÞò âçìáôéêÞò åéóüäïõ. Ç åðéèõ-
ìçôÞ ôñï÷éÜ ìðïñåß íá åîçãçèåß ìå ôïí ðáñáêÜôù ôñüðï:

Cp(t) = Cp(0) + C for t > 0

Cv(t) = 0 for t > 0

Cv(0) =∞ (2.8)

Ïðïý ôï Cp(t) êáé Cv(t) ðáñéóôïýí ôçí åðéèõìçôÞ (åíôïëÞ) èÝóçò êáé ôá-
÷ýôçôáò áíôßóôïé÷á óôçí ìïíÜäá ôïõ ÷ñüíïõ êáé ôï C åßíáé ôï ðëÜôïò ôçò
âçìáôéêÞò åéóüäïõ. ¼ðùò ìðïñåß êáíåßò íá ðáñáôçñÞóåé áðü ôï ó÷Þìá 2.10á
, ãéá ìéá ôÝôïéá ôñï÷éÜ áðáéôåß ìéá ìåãÜëç êáé äõíáôÞ ñïðÞ áðü ôïí êéíç-
ôÞñá. Ç áðüêñéóç óå Ýíá ìç÷áíïëïãéêü óýóôçìá åîáñôÜôáé áðü ôçí äõíáìéêÞ
÷áñáêôçñéóôéêÞ ôïõ åíåñãïðïéçìÝíïõ åëåãêôÞ êáé ôïõ ßäéïõ ôïõ óõóôÞìáôïò.
Ùóôüóï óå ìéá âçìáôéêÞ åßóïäï ç óôéãìéáßá ôá÷ýôçôá êáé ç ðáñÜãùãïò ôçò
äåí åßíáé áðåõèåßáò åëÝãîéìïé . ¸ôóé ãåíéêþò ìéá âçìáôéêÞ åßóïäïò óõíÞèùò
÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá äïêéìáóôéêïýò óêïðïýò ôùí åëåãêôþí.

Åßóïäïò ìïñöÞò Ramp

Ç ìïñöÞ ôçò ôñï÷éÜò ôçò åéóüäïõ \Ramp" öáßíåôáé óôï ó÷Þìá 2.10b. áõôÞ ç
ôñï÷éÜ ìðïñåß íá åîçãçèåß:

Cp(t) = Cp(0) + V · t for t > 0

Cv(t) = V for t > 0

Ca(0) =∞ (2.9)
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¼ðïõ ç Ca(0) ðáñéóôÜíåé ôç äéáôåôáãìÝíç åðéôÜ÷õíóç ôçò áñ÷éêÞò ÷ñïíé-
êÞò óôéãìÞò êáé ç V åßíáé ìéá óôáèåñÞ ôá÷ýôçôá. Ó÷åôéêÜ ìå ôçí âçìáôéêÞ
åßóïäï (step), ç åßóïäïò Ramp åßíáé ðéï äéáêåêñéìÝíç üìùò áêüìá ç åðéôÜ-
÷õíóç åßíáé áõèüñìçôç.

Ó÷Þìá 2.10: ÃåùìåôñéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôñï÷éÜò äéÜöïñùí åéóüäùí

ÐáñáâïëéêÞ Åßóïäïò (Parabolic)

Ôï Ó÷Þìá 2.10c ðáñéóôÜíåé ôçí ìïñöÞ ôçò ôñï÷éÜò ìéáò ðáñáâïëéêÞò åéóüäïõ.
Ç ôñï÷éÜ áõôÞ åîéóþíåôáé ìå ðáñáêÜôù ôñüðï:

Cp(t) = Cp(0) + CV (0) · t +
1

2
· A · t2 for t > 0 <

1

2
tf

Cv(t) = Cv(0) + A · t for t > 0 <
1

2
tf

Ca(t) = A for t > 0 <
1

2
tf

Cj =∞ (2.10)

¼ðïõ Cj(t) ðáñéóôÜíåé ôçí äéáôåôáãìÝíç õðåñåðéôÜ÷õíóç 13 êáé Á åßíáé ç
óôáèåñÞ åðéôÜ÷õíóç, êáé ôï tf åßíáé ï ôåëéêüò ÷ñüíïò ôïõ ðñïïñéóìïý.

13jerk at the time t
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ÊõâéêÞ Åßóïäïò(Cubic)

Ôï Ó÷Þìá 2.10d ðáñïõóéÜæåé ôçí ìïñöÞ ìéáò ÊõâéêÞò ôñï÷éÜò åéóüäïõ óôï
óýóôçìá. ç ïðïßá ìðïñåß íá åêöñáóôåß ìå ôéò ðáñáêÜôù åîéóþóåéò:

Cp(t) = Cp(0) + Cv(0) · t +
Ca(0) · t2

2
+
J · t3

6
for t > 0 <

tf
4

Cv(t) = Cv(0) + Ca(0) · t +
J · t2

2
for t > 0 <

tf
4

Ca(t) = Ca(0) + J · t for t > 0 <
tf
4

Cj(0) = J (2.11)

Ïðïý ôï J ðáñéóôÜíåé ìéá óôáèåñÞ õðåñåðéôÜ÷õíóç 14. ¸ôóé ìéá åßóïäïò êõ-
âéêÞò ôñï÷éÜò åßíáé áðü êÜèå Üðïøç ðéï ïëïêëçñùìÝíç óå ó÷Ýóç ìå ôéò ðñïç-
ãïýìåíåò ìïñöÝò åéóüäïõ ðïõ áíáöÝñèçêáí. Ç äéáôåôáãìÝíç åðéôÜ÷õíóç åßíáé
ìéá åîßóùóç ç ïðïßá áëëÜæåé ãñáììéêÜ êáôÜ ôñßá äéáöïñåôéêÜ êïììÜôéá ôçò
ìáíïýâñáò ôçò.

ÇìéôïíïåéäÞ Åßóïäïò(Sinusoidal)

Ç ÇìéôïíïåéäÞ ôñï÷éÜ ðáñÜãåôáé ìÝóù ôçò ðáñáêÜôù ó÷Ýóçò:

Cp(k) = R · sin(�(k)) (2.12)

Ïðïý ôï R åßíáé ôï ðëÜôïò, �(k) = ! · k · Tp ãéá K=0,1,. . . êáé ! åßíáé ç
äéáôåôáãìÝíç óõ÷íüôçôá óå Hertz (Hz). Ôï Tp åßíáé ñõèìéæüìåíï óôá 5 ÷éëéï-
óôÜ äåõôåñüëåðôïõ. Ãéá íá ãßíåé ðéï áðáëÞ ç ôñï÷éÜ ôçò êßíçóçò, ìéá êõâéêÞ
ôñï÷éÜ ðñïóáñìüæåôáé ìåôáîý ôùí óçìåßùí ìå ôçí ðáñáêÜôù åîßóùóç:

´Cp(k) =
cp(k − 1) + 4 · Cp(k) + Cp(k + 1)

6
(2.13)

Óôçí ãñáììéêÞ çìéôïíïåéäÞ óÜñùóç,!(k) = � · Tp, ôï � åßíáé ìéá óôáèåñÜ
ðïõ êáèïñßæåôáé áðü ôçí äéÜöïñá ôçò ìåãáëýôåñçò êáé ìéêñüôåñçò óõ÷íüôçôáò
äéáéñïýìåíç ìå ôï ÷ñüíï óÜñùóçò.

2.3.3 ÓåñâïêéíçôÞñáò Óõíå÷ïýò ìå ØÞêôñåò êáé Åíéó÷õôÞ

Éó÷ýïò

To åéóáãüìåíï óÞìá (åíôïëÞ) óôç Kth ðåñßïäï äåéãìáôïëçøßáò åéóÜãåôáé óôï
16-ìðéôÜñé DAC, ôï ïðïßï åîáóöáëßæåé êáé ðáñÜãåé Ýíá áíáëïãéêü óÞìá óôïí

14jerk
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åíéó÷õôÞ ôïõ êéíçôÞñá. Ï åíéó÷õôÞò ëåéôïýñãåé ìå õðåñáãùãéìüôçôá, Ýôóé
åîáóöáëßæåé êáé ðáñÜãåé ôï æçôïýìåíï ñåýìá (óå áíôßèåóç ìå ôçí ôÜóç) ðñïò
ôïí êéíçôÞñá, ôï ïðïßï ìå ôçí óåéñÜ ôïõ áíôéðñïóùðåýåé ìéá æçôïýìåíç ñïðÞ
áðü ôï êéíçôÞñá. Ãéá íá åîáóöáëßæåé ôçí éêáíüôçôá ðáñáãùãÞò æçôïýìåíïõ
ñåýìáôïò, óôï ðëáßóéï ôïõ åíéó÷õôÞ õëïðïéåßôáé Ýíáò ïëïêëçñùôéêüò åëåãêôÞò
(PI) üðùò öáßíåôáé êáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá.

Ó÷Þìá 2.11: ÄéÜãñáììá ôïõ ìç÷áíéóìïý êßíçóçò

Ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò ìåôáîý ñåýìáôïò ôïõ êéíçôÞñá êáé åéóáãüìåíïõ
óÞìáôïò (åíôïëÞ, ç Ýîïäïò áðü ôï DAC) åßíáé:

i(s)

u(s)
=

KAKC(KP s + Ki)

s(Ls + R + KTKbG(s)) + KP s + Ki

(2.14)

¼ðïõ ôï KC åßíáé ôï êÝñäïò ôïõ DAC óå volts/count (10 volts áíÜ 32767
counts), ôo KA åßíáé ôï ðñüùñï (forward) êÝñäïò ôïõ åíéó÷õôÞ ôï ïðïßï åßíáé
áäéÜóôáôï (V

V
). Ôï R åßíáé ç áíôßóôáóç óå ohms, ôï L åßíáé ç åðáãùãÞ ôïõ

êéíçôÞñá óå Henrys. Ôï Êb åßíáé áíôé-çëåêôñåãåñôéêÞ óôáèåñÜ óå v
rad

s

, ôï Kt

åßíáé ç óôáèåñÜ ñïðÞò êéíçôÞñá óå Nm
ampere

. ôï Km óôçí êÜôù åîßóùóç åßíáé ç
óôáèåñÜ ôïõ ìç÷áíéêïý ïöÝëïõò ôï ïðïßï åßíáé ï ëüãïò ôçò äýíáìçò ðïõ ðáñÜ-
ãåôáé áðü ôïí éìÜíôá ôçò êßíçóçò ôçò ñÜâäïõ ðñïò ôçí ñïðÞ ðáñáãüìåíç áðü
ôïí êéíçôÞñá, ìå Üëëá ëüãéá ìåôáöñÜæåé ôçí ðáñáãüìåíç ñïðÞ ôïõ êéíçôÞñá
óå äýíáìç áóêüõìåíç ðáíù óôç ñÜâäïõ êáé åßíáé óå ( N

Nm
) êáé ôÝëïò ôï G(s)

åßíáé ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò ìåôáîý ôïõ ñåýìáôïò êáé ôçò ôá÷ýôçôáò ôïõ êé-
íçôÞñá. Óôçí óõãêåêñéìÝíç ëåéôïõñãßá ôïõ åíéó÷õôÞ ìáò, êáé ôá äõï êÝñäç
ÊP êáé Êi (áíáëïãéêü êáé ïëïêëçñùìáôéêü) ôïõ åíéó÷õôÞ åðéëÝãïíôáé ðïëý
ìåãÜëá óå ó÷Ýóç ìå ôï åóùôåñéêü âñü÷ï ìå ôï êÝñäïò Kb êáé ôçí óõíÜñôçóç
ìåôáöïñÜò G(s) . Ôüôå óáí áðïôÝëåóìá, ìðïñåß íá áãíïçèåß ï åóùôåñéêüò
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âñü÷ïò êáé Ýôóé ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò íá ãßíåé:

i(s)

u(s)
=

KAKC(KP s + Ki)

s(Ls + R) + KP s + Ki

(2.15)

Óôçí ÓôáèåñÞ êáôÜóôáóç áõôÞ ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò áðëïðïéåßôáé êáé Ý÷ïõìå:

i(s)

u(s)
= KAKC (2.16)

Ïðüôå ç äýíáìç ðïõ ìåôáöÝñåôáé óôçí ñÜâäï èá åßíáé :

F (s)

u(s)
= KAKCKTKm (2.17)

ÃåíéêÜ, ôá êÝñäç ôïõ áíáëïãéêïý åëåãêôÞ (PI) ôïõ åíéó÷õôÞ åßíáé ôÝôïéá ðïõ
ç äõíáìéêÞ ôïõ âñü÷ïõ åßíáé ðïëý ðéï ãñÞãïñç óå ó÷Ýóç ìå ôçí äõíáìéêÞ
ôïõ êéíçôÞñá êáé ôïõ ìç÷áíéóìïý ôïõ áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò. Ùò áðïôÝ-
ëåóìá åðéôõã÷Üíåôáé áìÝóùò ìéá óôáèåñÞ ôéìÞ ñåýìáôïò áíÜëïãá êáé ìå ôçí
áëëáãÞ ôùí ôá÷õôÞôùí êáé ôùí èÝóåùí . ¸ôóé ï óõíäõáóìüò åíéó÷õôÞ êáé
êéíçôÞñá, åðåéäÞ ôï óýóôçìá åßíáé åõóôáèÝò ìðïñåß íá ìïíôåëïðïéçèåß óôçí
ìüíéìç êáôÜóôáóç êáé íá ðñïóåããéóôåß Ýùò Ýíáí äçìéïõñãü äýíáìçò êáé íá
÷áñáêôçñéóôåß Ýùò Ýíá êÝñäïò (Kf ).

2.3.4 ÁéóèçôÞñåò

Óôï óýóôçìá ôïõ áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò ôçò åñãáóßáò üðùò áíáöÝñèçêå
êáé ðñïçãïõìÝíùò Ý÷ïõí ôïðïèåôçèåß äõï ðåñéóôñïöéêïß áéóèçôÞñåò 15. Áõ-
ôïß ïé áéóèçôÞñåò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá íá êáôáãñÜöïõí ôçí èÝóç êáé ôçí
ôá÷ýôçôá ôïõ áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò êáé ôçò óõñüìåíçò ñÜâäïõ. Ï áé-
óèçôÞñáò ôïõ áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò Ý÷åé áíÜëõóç 4000 counts áíÜ êÜèå
ðåñéóôñïöÞ. Ï áéóèçôÞñáò ôçò óõñüìåíçò ñÜâäïõ (óõíäåäåìÝíç óôï êéíçôÞñá)
Ý÷åé áíÜëõóç 500 counts áíÜ êÜèå ðåñéóôñïöÞ ç üðïéá éóïäõíáìåß ðåñßðïõ óå
12500 counts áíÜ ìÝôñï ôçò êßíçóçò ôçò óõñüìåíçò ñÜâäïõ. ( ôï êéíïýìåíï
êïììÜôé ôçò óõñüìåíçò ñÜâäïõ åßíáé 0.21 m).

Ïé êùäéêïðïéçôÝò (encoders) åßíáé üëïé ïðôéêïý ôýðïõ, ôùí ïðïßùí ç áñ÷Þ
ëåéôïõñãßáò áðåéêïíßæåôáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá. Ìéá öùôåéíÞ ðçãÞ ÷áìçëÞò
éó÷ýïò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá íá ðáñá÷èïýí äýï çìéôïíïåéäÞ óÞìáôá 90 ìïéñþí
åêôüò öÜóçò óôïõò áíé÷íåõôÝò, êáèþò ç êéíïýìåíç ðëÜêá ðåñéóôñÝöåôáé óå

15Encoders
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ó÷Ýóç ìå ôçí óôáèåñÞ. ÁõôÜ ôá óÞìáôá óôç óõíÝ÷åéá õøþíïíôáé óôï ôå-
ôñÜãùíï êáé åíéó÷ýïíôáé þóôå íá ðáñÜãïõí óÞìáôá ôåôñÜãùíçò ëïãéêÞò êá-
ôÜëëçëá ãéá åßóïäïé óôçí ðñïãñáììáôéæüìåíç äéÜôáîç ðýëçò óôïí real-time
Controller.

Ó÷Þìá 2.12: Áñ÷Þ ëåéôïõñãßáò ôïõ ïðôéêïý ÁéóèçôÞñá
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Ìïíôåëïðïßçóç

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá äïèåß ç Ýêöñáóç ôïõ óõóôÞìáôïò óôï ðåäßï ôïõ ÷ñü-
íïõ, áíáëýïíôáò ôéò êéíçôéêÞ êáé äõíáìéêÞ åíåñãåßá ôïõ óõóôÞìáôïò êáé ìå
ôçí ÷ñÞóç ôçò åîßóùóç ôïõ Lagrange äßíïíôáé ïé ìç-ãñáììéêÝò åîéóþóåéò ôïõ
óõóôÞìáôïò êáé õóôÝñá ìåôÜ ôçí ãñáììéêïðïßçóç ôïõ óõóôÞìáôïò ãýñù áðü
ôï Üíù óçìåßï éóïññïðßáò äßíïíôáé ïé ãñáììéêÝò åîéóþóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò
ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí óôá åðüìåíá êåöÜëáéá. Åðßóçò ôï êåöÜëáéï ðåñéëáì-
âÜíåé êáé ìéá óýíôïìç áíÜëõóç ôïõ óõóôÞìáôïò óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ êáé
óõ÷íüôçôáò.

3.1 Åîéóþóåéò ôçò êßíçóçò

3.1.1 Ìç ÃñáììéêÝò ÊáôáóôáôéêÝò Åîéóþóåéò

Ç äõíáìéêÞ ôïõ áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò ôçò åñãáóßáò áõôÞò, áìåëþíôáò ôéò
ôñéâÝò ìðïñåß íá ìïíôåëïðïéçèåß ùò áêïëïýèùò (âë. Ó÷ 3.1). Áðï ôï ó÷Þìá
3.1 õðïëïãßæåôáé ç ÊéíçôéêÞ åíÝñãåéá ôïõ óõóôÞìáôïò, T:

T =
1

2
m1v

2
cg1

+
1

2
J1�̇

2 +
1

2
m2v

2
cg2

+
1

2
J2�̇

2 (3.1)

¼ðïõ ôï Vcg åßíáé ç áäñáíåéáêÝò ôá÷ýôçôåò ôïõ êÝíôñïõ âÜñïò áíôéóôïß÷ïõ
óþìáôïò. Ç Ji åßíáé ç ñïðÞ áäñÜíåéáò ôïõ áíôéóôïß÷ïõ óþìáôïò . Ïðïý ïé
áäñáíåéáêÝò ôá÷ýôçôåò ìðïñïýí íá õðïëïãéóôïýí (âëå. Ó÷Þìá 3.1):

Vcg1 =
∣∣∣ẋ + �̇ × lm1

∣∣∣ (3.2)

Vcg2 = lc�̇ (3.3)

Õøþíïíôáò óôï ôåôñÜãùíï ôá äõï ìÝëç ôçò åîßóùóçò (3.2) åßíáé åýêïëï íá
äåé÷ôåß üôé:

23



24 ÊåöÜëáéï 3

V 2
cg1

= ẋ2 +
(
lm1�̇

)2

+ 2
(
lm1ẋ�̇cos�

)
(3.4)

¼ðùò ðñïêýðôåé áðï ôï ó÷Þìá 3.1 :

l2m1 = l20 + x2 (3.5)

êáé

cos� =
l0
lm1

(3.6)

Ó÷Þìá 3.1: ÐåñéãñáöÞ ôïõ ÌïíôÝëïõ ÓõóôÞìáôïò

Ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí åîéóþóåùí (3.3),(3.4),(3.5) êáé (3.6) Óôçí åîßóùóç
(3.1) Ý÷ïõìå:

T =
1

2

(
J1 + J2 + m1(l20 + x2) + m2l

2
c

)
�̇2 +

1

2
m1ẋ

2 + m1l0ẋ�̇

=
1

2
J0(x)�̇2 +

1

2
m1ẋ

2 + m1l0ẋ�̇ (3.7)

¼ðïõ:

J0(x) =
(
J1 + J2 + m1(l20 + x2) + m2l

2
c

)
(3.8)

Åßíáé ç óôéãìéáßá áäñÜíåéá óôçí èÝóç Ï.
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Ç äõíáìéêÞ åíÝñãåéá, V, ëáìâÜíåôáé ìå äåäïìÝíç ôçí èÝóç {� = 90o; x =
0}.

V = m1glm1cos(� + �) + m2glccos�

= m1glm1

(
cos�cos�− sin�sin�

)
+ m2glccos�

= m1g
(
l0cos� − xsin�

)
+ m2glccos� (3.9)

Óôçí óõíå÷åßá ãéá íá âñïýìå ôéò åîéóþóåéò ôçò êßíçóçò ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí
ëáãêñáíæéáíÞ óõíÜñôçóç1:

L = T − V (3.10)

Êáé:

d

dt

(@L
@q̇i

)
− @L

@qi
= Qi (3.11)

¼ðïõ:

• Qi : ãåíéêåõìÝíç äñÜóç óôïí i âáèìü åëåõèåñßáò2.

• qi : ãåíéêåõìÝíç ìåôáôüðéóç óôïí i âáèìü åëåõèåñßáò

Êáé áðïäåéêíýåôáé ôåëéêÜ üôé ç äõíáìéêÞ åîßóùóç (ìïíôÝëï) Lagrange âãáßíåé
áðü:

d

dt

(@Ô
@q̇i

)
− @Ô

@qi
+
@V

@qi
= Qi (3.12)

1Lagrangian
2Ç ãåíéêåõìÝíç äñÜóç ìðïñåß íá âñåèåß áðï ôïí ïñéóìü ôïõ ðñáãìáôéêïý åñãïý, �Wi =

Q · �qi, Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ôçí ìïíáäéêÞ åîùôåñéêÞ áóêïýìåíç äýíáìç óôï óýóôçìá
åßíáé ç äýíáìç F(t), Ç ïðïßá áóêåßôáé ãñáììéêÜ óôçí êáôåõèýíóç × êáé åßíáé áíåîÜñôçôç
áðï ôçí × êáé �, ïðüôå: �W1 = F (t)�x; �W2 = 0
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ÅðéëÝãïíôáò åùò q1 = x; q2 = � Ý÷ïõìå:

@V

@x
= −m1gsin�

@T

@x
= m1x�̇

2

@T

@ẋ
= m1ẋ + m1lo�̇ →

d

dt

(@T
@ẋ

)
= m1ẍ + m1lo�̈

@V

@�
= −(m1lo + m2lc)gsin� −m1gxcos�

@T

@�
= 0

@T

@�̇
= J0(x)�̇ + m1loẋ→

d

dt

(@T
@�̇

)
= m1xl0ẍ + J0�̈ + 2m1xẋ�̇ (3.13)

Ôüôå ïé åîéóþóåéò ôçò êßíçóçò åßíáé:

m1ẍ + m1l0�̈ −m1x�̇
2 −m1gsin� = F (t)

m1loẍ + J0�̈ + 2m1xẋ�̇ − (m1lo + m2lc)gsin� −m1gxcos� = 0 (3.14)

Ïé ïðïßåò áðïôåëïýí êáé ôéò ìç-ãñáììéêÝò åîéóþóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò áíå-
óôñáììÝíï åêêñåìÝò êáé ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá ôçí ìç-ãñáììéêÞ áíÜ-
ëõóç êáé Ýëåã÷ï ôïõ óõóôÞìáôïò.

3.1.2 Ãñáììéêïðïßçóç ôïõ ÓõóôÞìáôïò

Ôá óçìåßá éóïññïðßáò ôïõ ÓõóôÞìáôïò

Ôá óçìåßá éóïññïðßáò3 åíüò ìç-ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò ïñßæïíôáé áðï ôïí ðá-
ñáêÜôù ïñéóìü:

Ïñéóìüò. Áí ãéá Ýíá óçìåßï ôïõ ÷þñïõ êáôáóôÜóåùí, üôáí ç áñ÷éêÞ êáôÜóô-
áóç ôïõ óýóôçìáôïò åßíáé ßóç ìå xe, ç êáôÜóôáóç èá ðáñáìåßíåé ßóç ìå xe
ãéá êÜèå ìåëëïíôéêü ÷ñüíï, ôüôå ôï óçìåßï xe êáëåßôáé óçìåßï éóïññïðßáò
ôïõ óõóôÞìáôïò. Ôá óçìåßá éóïññïðßáò ôïõ óõóôÞìáôïò êáèüñéæïíôáé áðï
ôéò ëýóåéò ôçò åîéóþóåùò:

ẋ = f(x(t)) = 0 (3.15)

¸ôóé ëýíïíôáò ôéò åîéóþóåéò (3.14) ãéá ẋ = ẍ = �̇ = �̈ = 0 ¼ôáí F (t) = 0
âñßóêïíôáé ôá óçìåßá éóïñïðßáò ôïõ óõóôÞìáôïò:

3equilibrium point
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_X =




�̇

�̈
ẋ
ẍ


 = 0⇒ Xe =




�e
�̇e
xe
ẋe


 =




�k
0
0
0


 (k = 0;±1;±2; : : :) (3.16)

Åôóé êáôÜ ôçí èåùñßá Lyapunov 4 ôï áóôáèÝò óçìåßï éóïññïðßáò ôïõ óõóôÞìá-
ôïò, ðïõ Èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ãñáììéêïðïßçóç, ãñáììéêü Ýëåã÷ï êáé áíÜ-
ëõóç ôïõ áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò óôá åðüìåíá êåöÜëáéá åßíáé:

Xe =

(
�e = 0

xe = 0

)
(3.17)

Ãñáììéêïðïßçóç ôïõ ÓõóôÞìáôïò

Ìå åðéëïãÞ ôéò ìåôáâëçôÝò êáôáóôÜóçò åùò Æ1 = �; Z2 = �̇; Z3 = x; êáé
Z4 = �̇ îáíáãñÜöïíôáé ïé åîéóþóåéò (3.14) óôçí ìïñöÞ5:

Ż = f(Z; u) (3.18)

ÄçëáäÞ:

Ż1 = f1(Z; u)

Ż2 = f2(Z; u)

Ż3 = f3(Z; u)

Ż4 = f4(Z; u)

4Ôï óçìåßï éóïññïðßáò åßíáé åõóôáèÝò êáôÜ Lyapunov Ýáí:

∀Å > 0; ∃å > 0;
{
‖ x(0) ‖< å

}
⇒
{
∀t ≥ 0; ‖ x(t) ‖< Å

}

êáé ÁóõìðôïôéêÜ åõóôáèÝò Ýáí:

∃å > 0;
{
‖ x(0) ‖< å

}
⇒
{

lim
t→∞

‖ x(t) ‖= 0
}

5Ïé ìç-ãñáììéêÝò åîéóþóåéò ìáò åßíáé äõíáôüí íá ãñáöôåß óôçí ìïñöÞ a�ne in control
ẋ = f(x) + g(x)u
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Ïðüôå:

Ż1 =Z2

Ż2 =
m1Z3Ż2

2
lo +m1gsinZ1lo + 2m1Z3Z4 − (m1lo +m2lc)gsinZ1 +m1gZ3cosZ1

J0e −m1l2o

+
lo

J0e −m1l2o
F (t)

Ż3 =Z4

Ż4 =
m1Z3Z

2
2J0e −m1lo(m1gxcosZ1 − 2m1Z3Z4Z2 + (m1lo +m2lc)gsinZ1)

m1J0e −m2
1l

2
o

+
m1gsinZ1J0e + J0eF (t)

m1J0e −m2
1l

2
o

¼ðïõ:
J0e = J0

∣∣∣
x=xe;�=�e

Ïé ãñáììéêïðïéçìÝíåò åîéóþóåéò ÷ùñïêáôÜóôáóçò6 ôïõ óõóôÞìáôïò ãýñù áðü ôï
óçìåßï éóïññïðßáò èá åßíáé óôçí ìïñöÞ:

Ż = AZ +Bu

Y = CZ (3.19)

¼ðïõ Æ4×1 åßíáé ôï äéÜíõóìá ôùí ìåôáâëçôþí êáôÜóôáóçò êáé ï ðßíáêáò Á4×4 êáé
B4×1 åßíáé ïé Éáêùâéáíïß ðßíáêåò

7 êáé éóïýíôáé ìå:

A =
@f

@Z

∣∣∣
x=xe

B =
@f

@u

∣∣∣
x=xe

(3.20)

ÄçëáäÞ:

A =




@f1
@Z1

@f1
@Z2

@f1
@Z4

@f1
@Z1

@f2
@Z1

@f2
@Z2

@f2
@Z3

@f2
@Z4

@f3
@Z1

@f3
@Z2

@f3
@Z3

@f3
@Z4

@f4
@Z1

@f4
@Z2

@f4
@Z3

@f4
@Z4


 B =




@f1
@u
@f2
@u
@f3
@u
@f4
@u




6state space
7Jacobian
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¼ðïôå ðñïêýðôåé:

Z =




�

�̇

x

ẋ


 A =




0 1 0 0
m2lcg
J∗ 0 m1g

J∗ 0
0 0 0 1

(J∗−m2lolc)g
J∗ 0 −m1log

J∗ 0




B =
1

J∗




0
−lo
0
Joe
m1


 C =




C1 0 0 0
0 C2 0 0
0 0 C3 0
0 0 0 C4




¼ðïõ:

J∗ = [Joe −m1l
2
o]

Ci = 1 (i = 1; 2; 3; 4) (3.21)

Ôá óôïé÷åßá ôïõ ðéíÜêá C åðéëå÷ôÞêáí ìå áõôü ôï ôñüðï êáé äåß÷íïõí áìÝóùò üôé êáé
ïé ôÝóóåñåéò ìåôáâëçôÝò êáôÜóôáóçò ôïõ óõóôÞìáôïò ìáò åßíáé ìåôñÞóéìåò, ðñÜãìá
ðïõ óçìáßíåé üôé Ý÷ïõìå äõï áéóèçôÞñåò8 óôï óýóôçìá ïé ïðïßïé ìáò äßíïõí ôçí
äõíáôüôçôá ìÝôñçóçò ôéìþí ôùí ìåôáâëçôþí êáôÜóôáóçò, üðùò åß÷å áíáöåñèåß êáé
óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï.

Ïé åîéóþóåéò ÷ùñïêáôÜóôáóçò (3.19), Ôþñá ìðïñåß íá ãñáöôïýí åùò:

(J0e −m1l
2
o)ẍ+m1logx− (J0e −m1l

2
o −m2lolc)g� =

F (t)Joe
m1

(J0e −m1l
2
o)�̈ −m1gx−m2lcg� = −F (t)lo (3.22)

Êáé ìå áíôéêáôÜóôáóç ðñïêýðôåé:

m1ẍ+m1lo�̈ −m1g� = F (t)

m1loẍ+ J0e �̈ − (m1lo +m2lc)g� −m1gx = 0 (3.23)

Ïé ïðïßåò åßíáé ïé ãñáììéêïðïéÞìåíåò åîéóþóåéò ôïõ áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò
ãýñù áðï ôï óçìåßï éóïññïðßáò.

8encoders
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3.1.3 ÓõíÜñôçóç ÌåôáöïñÜò

Ìå ÷ñçóéìïðïßçóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace óôéò åîéóþóåéò (3.19) õðïèÝôïíôáò
ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò Ý÷ïõìå:

{
Ż = AZ +Bu

Y = CZ

}
Laplace→

{
sZ(s) = AZ(s) +BU(s)
Y = CZ(s)

}
(3.24)

Ëýíïíôáò ôçí ðñþôç åîßóùóç ðñïò Z(s) Ý÷ïõìå:

sZ(s)−A(s) = BU(s)→ (sI −A)Z(s) = BU(s)

→ Z(s) = (sI −A)−1BU(s)

→ Z(s) = �(s)BU(s)

→ Y (s) = C�(s)BU(s)

→ Y (s) = Gïë(s)U(s) (3.25)

¼ðïõ ï ðßíáêáò Gïë(s)4×1 åßíáé ï ðßíáêáò ôçòÌÞôñáò ÌåôáöïñÜò ôïõ óõóôÞìá-
ôïò. ¸ôóé ëýíïíôáò ôéò ðáñáðÜíù åîéóþóåéò Ý÷ïõìå:




�(s)

�̇(s)
x(s)
ẋ(s)


 =




G1(s)
G2(s)
G3(s)
G4(s)


 · F (s) (3.26)

¼ðïõ:

G1(s) =
lo

J∗
−s2 + g

lo

s4 +
(

(m1lo−m2lc)g
J∗

)
s2 − m1g2

J∗

G2(s) =
1

J∗
−s3 + gs

s4 +
(

(m1lo−m2lc)g
J∗

)
s2 − m1g2

J∗

G3(s) =
Joe
m1J∗

s2 − (m1lo+m2lc)g
Joe

s4 +
(

(m1lo−m2lc)g
J∗

)
s2 − m1g2

J∗

G4(s) =
Joe
m1J∗

s3 +
(m2

1l
3
o+m1l

2
olcm2−m2lcJoe−m1loJoe )g

JoeJ
∗ s

s4 +
(

(m1lo−m2lc)g
J∗

)
s2 − m1g2

J∗

¼ðùò öáßíåôáé ôï óýóôçìá ìáò åßíáé Ýíá óýóôçìá ðïëõìåôáâëçôü ìå ìÞôñá ìåôá-
öïñÜò Gïë ç ïðïßá ðáñïõóéÜóôçêå áíáëõôéêÜ ðáñáðÜíù.
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Áðï ôçí Ýêöñáóç ôçò ìÞôñáò ìåôáöïñÜò ðñïêýðôåé:

�(s)

F (s)
=

lo

J∗
−s2 + g

lo

s4 +
(

(m1lo−m2lc)g
J∗

)
s2 − m1g2

J∗

(3.27)

Êáé..

x(s)

F (s)
=

Joe
m1J∗

s2 − (m1lo+m2lc)g
Joe

s4 +
(

(m1lo−m2lc)g
J∗

)
s2 − m1g2

J∗

(3.28)

¼ðïõ ç åîßóùóç (3.27) åßíáé ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò ìåôáîý èÝóçò áíåóôñáììÝíïõ
åêêñåìïýò óå ó÷Ýóç ìå ôçí áóêïýìåíç äýíáìç óôçí óõñïìÝíç ñÜâäï áðü ôïí éìÜíôá
êßíçóçò. Åðßóçò ç åîßóùóç (3.28) åßíáé ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò ìåôáîý èÝóçò ôçò
óõñüìåíçò ñÜâäïõ óå ó÷Ýóç ìå ôçí äýíáìç áóêïýìåíç ðÜíù ôçò áðü ôïí éìÜíôá
êßíçóçò.
Áðü ôéò åîéóþóåéò (3.27) êáé (3.28) êáé ìå áðëÞ áíôéêáôÜóôáóç ìðïñåß íá åêöñáóôåß
ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò ìåôáîý ôçò èÝóçò ôïõ áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò óå ó÷åóç
ìå ôçí èÝóç ôçò óõñüìåíçò ñÜâäïõ:

�(s)

x(s)
=
m1lo

Joe

−s2 + g
lo

s2 − (m1lo+m2lc)g
Joe

(3.29)

3.2 Áíáãíþñéóç / ÔáõôïðïéÞóç ÓõóôÞìáôïò (Sys-

tem Identi�cation)

¼ðùò åßíáé êáôáíïçôü ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá ó÷åäéÜóïõìå êáé íá åöáñìüóïõìå
êÜèå äéáöïñåôéêü åëåãêôÞ , ï üðïéïò Ý÷åé óêïðü íá öÝñíåé ôï óýóôçìá ôïõ áíå-
óôñáììÝíïõ åêêñåìïýò óå åõóôÜèåéá, åßíáé áðáñáßôçôï íá áíáãíùñßóïõìå9 ôéò ôéìÝò
ôùí äéáöüñùí ðáñáìÝôñùí êáé ó÷åôéêïýò äõíáìéêïýò ÷áñáêôÞñåò ôïõ óõóôÞìáôïò.
Óôç ðñïçãïýìåíç ôïìÞ ôïõ êåöáëáßïõ, äüèçêáí ìéá ïé ìç-ãñáììéêÝò äõíáìéêÝò åîé-
óþóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò , Ýðåéôá ìåôÜ ôçí ãñáììéêïðïßçóç ãýñù áðü ôï Üíù óçìåßï
éóïññïðßáò äüèçêáí ïé ãñáììéêïðïéçìÝíåò åîéóþóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò óå ìïñöÞ ÷ù-
ñïêáôÜóôáóçò 10 êáé óõíáñôÞóåéò ìåôáöïñÜò. Ôï ãñáììéêïðïéçìÝíï ìïíôÝëï ôïõ
óõóôÞìáôïò ìðïñåß íá ìåôáôñÝðåé óå äéÜöïñá êáé éêáíïðïéçôéêÜ ìïíôÝëá ãéá åðéäßùîç
ó÷åäßáóçò êáé åöáñìïãÞ ôïõ ãñáììéêïý åëåãêôÞ . Ç äéáäéêáóßá ôçò áíáãíþñéóç ôùí
ðáñáìÝôñùí 11 áóöáëßæåé áñéèìçôéêÝò ôéìÝò ãéá ôéò óõìâïëéêÝò ôéìÝò ôùí åîéóþóåùí
óôç ðñïçãïýìåíç ôïìÞ ôïõ êåöáëáßïõ. ¸ôóé ïé áñéèìçôéêÝò ôéìÝò ôùí äéáöüñùí
ðáñáìÝôñùí ðáñïõóéÜæåôáé óôï ðáñáêÜôù ðéíÜêá.

9identify
10state-space
11system identi�cation
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ÐáñÜìåôñïò ÔéìÞ ÐåñéãñáöÞ

lo 0.330 (m) Ôï ìÞêïò ôïõ åêêñåìïýò áðü
ôï Üîïíá Ýùò ôç óõñïìÝíç

ñÜâäï
m1 èÏÊ∗(kg) ÌÜæá ôçò ïëüêëçñçò óõñüìåíçò

ñÜâäïõ ðåñéå÷ïìÝíá ïëá
ôá óôïé÷åßá

m1o 0.103 (kg) ÌÜæá ôçò óõñüìåíçò ñÜâäïõ
ìå ïëá ôá óôïé÷åßá åêôüò
áðü ôá äéðëÜ ÷Üëêéíá âÜñç

mw1 0.110 (kg) Óõíäéáóìüò äéðëþí êáé ÷Üëêéíùí
ÌÜæùí(=0 Áí äåí ÷ñçóéìïðïéåßôáé)

m2 ÈÏÊ (kg) ÌÜæá ôïõ üëïõ ÓõíáñìïëïãçìÝíïõ
óõóôÞìáôïò ìåßïí m1

mw2 1.000 (kg) ÌÜæá ôïõ ÂÜñïò éóïññïðßáò
(÷ 2 Áí ÷ñéóçìïðïéåßôáé

ìïíÜ÷á Ýíá âÜñïò)
m2o 0.785 (kg) ÌÜæá ôïõ üëïõ ÓõíáñìïëïãçìÝíïõ

óõóôÞìáôïò ìåßïí m1 êáé mw2

lco 0.071 (m) ÈÝóç ôïõ êÝíôñïõ âÜñïõò ôïõ
ïëüêëçñïõ åêêñåìïýò ×ÙÑÉÓ
ôçí óõñüìåíç ñÜâäïõ êáé âÜñç

éóïññïðßáò

J∗o 0.0246 (kg-m2) [Joe −m1l
2
o] ¼ôáí mw2 = 0

* Èá Ïñéóôåß ÊÜôù

Áðü ôïõò ïñéóìïýò óôï Ðßíáêá Ý÷ïõìå:

m1 = m1o +mw1 (3.30)

m2 = m2o +mw2 (3.31)

Ï ðáñÜìåôñïò

lw2
∆
= Áðüóôáóç áðü ôï Üîïíá Ýùò ôï êÝíôñï âÜñïò ôçò ìÜæáò(mw2)

Åßíáé äõíáôüí íá áëëÜæåôáé áðü ôïí ÷ñÞóôç êáé åßíáé áìÝóùò ìåôñÞóéìï, Ïðþò
öáßíåôáé êáé áðü ôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá (3.2):

lw2 = −(t+ lt + lb)

2
(3.32)
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Ó÷Þìá 3.2: ÌÝôñçóç ôçò lw2

Êáé ïé ôñåßò ðáñÜìåôñïé J∗; Joeêáé lc õðïëïãßæïíôáé áðü:

lc =
mw2lw2 +m2o lco

m2
(3.33)

JOe
= J∗o +m1l

2
o +mw2(lw2)

2 (3.34)

J∗ = [JOe
−m1l

2
o] (3.35)

Äéáìüñöùóç ôçò åãêáôÜóôáóçò ôïõ ÓõóôÞìáôïò

Óôá ðåéñÜìáôá ðïõ èá áêïëïõèÞóïõí óå áõôÞí ôçí ìåôáðôõ÷éáêÞ åñãáóßá ÷ñçóéìï-
ðïéÞèçêå ìïíá÷Ü ìéá åßäïò åãêáôÜóôáóçò, Óôçí ïðïßá Ý÷ïõí ôïðïèåôçèåß ôá äßðëá
÷Üëêéíá ÂÜñõ óôéò Üêñåò ôçò óõñüìåíçò ñÜâäïõ êáé åðßóçò Ý÷ïõí ôïðïèåôçèåß êáé ôá
äõï ÂÜñõ éóïññïðßáò óôï êÜôù ìÝñïò ôïõ áíáóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò óå áðüóôáóç
7cm , ÄçëáäÞ: lt = 7:0cm .

¸ôóé ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôïõò äéáöüñïõò ðáñáìÝôñïõò ðïõ Ý÷ïõí áíá-
öåñèåß óå áõôü ôï êåöÜëáéï ìå áñéèìçôéêÝò ôéìÝò. Ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ êþäéêá ôïõ
ðáñáñôÞìáôïò Á (plant.m) õðïëïãßæïíôáé ôéò äéáöïñÝò áñéèìçôéêÝò ôéìÝò.
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¼ðïôå ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò (3.27) ìå áñéèìçôéêÝò ôéìÝò ãßíåôáé:

�(s)

F (s)
=
−879s2 + 2:612× 104

s4 + 33:15s2 − 563:6

Ç ïðïßá Ý÷åé äõï ìçäåíéóôÝò óôá óçìåßá ±5:4512 êáé ÔÝóóåñåéò ðüëïõò óôá óçìåßá
±0:0000 + 6:7475i êáé ±3:5183.

Åðßóçò ïé ðéíÜêåò Á,B êáé C ôùí åîéóþóåùí ÷ùñïêáôÜóôáóçò õðïëïãßæïíôáé:

A =




0 1 0 0
−16:7709 0 3:2196 0

0 0 0 1
323:6897 0 −22:4170 0




B = 104 ±




0
−0:1039

0
1:6825


 C =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




ÊÝñäç ôùí áéóèçôÞñùí

Ãéá ãéá ìðïñÝóïõìå íá Ý÷ïõìå ìéá ðëÞñçò åêôßìçóç óôç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò êáé
óôéò åîéóþóåéò ôùí ÷ùñïêáôÜóôáóçò ìå óêïðü íá åöáñìüóïõìå äéáöüñïõò åëåãêôÝò
ðïõ ó÷åäéÜæïõìå ÷ñåéáæüìáóôå êáé ôÝóóåñá êÝñäç ðïõ óõíäÝïíôáé ìå åíéó÷õôÞ /
åíåñãïðïéçôÞ êáé ôùí äõï áéóèçôÞñùí êáé ôï �rmware ôïõ controller.

Ôá äéÜöïñá êÝñäç ôùí áéóèçôÞñùí êáé åíéó÷õôÞ êáé controller ðáñïõóéÜæïíôáé
óôï ðáñáêÜôù ðéíÜêá:

ÊÝñäïò ÔéìÞ ÐåñéãñáöÞ

kf 0.0013(N/DAC increment) ÊÝñäïò ìå óõíäéáóìü DAC-åíéó÷õôÞ
-êéíçôÞñá(âëåðå: 2.3.3)

kx 49106 (increment/m) ÊÝñäïò ôïõ áéóèçôÞñá 2
(ôçò óõñüìåíçò ñÜâäïõ)

ka 2327.4 (increment/m) ÊÝñäïò ôïõ áíáóôñáììÝíïõ
åêêñåìïýò (áéóèçôÞñáò 1)

kS 32 (controller Þ DAC incr/encoder) ÊÝñäïò ôïõ �rmware ôïõ controller

¸ôóé ç ðñáãìáôéêÞ ôéìÞ ôïõ êáèÝ ðáñÜìåôñï õðïëïãßæåôáé áðï ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò:

�rad =
�c

(kska)
(3.36)

X =
Xc

(kskx)
(3.37)
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F =
Fc

kf
(3.38)

Ïðüôå ç ãùíéáêÞ ôéìÞ óå ìïßñåò õðïëïãßæåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

�deg = �rad × 57:2958 (3.39)

¼ðïôå ãéá ðñïóïìïßùóç ôïõ óõóôÞìáôïò óôï Matlab ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéèåß ôï
ðáñáêÜôù äéÜãñáììá:

Ó÷Þìá 3.3: ÄéÜãñáììá ôçò ðñïóïìßùóç ìå ôá ÊÝñäç
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Ìå äåäïìÝíåò ïé ôéìÝò ôùí äéÜöoñùí ðáñáìÝôñùí ó÷çìáôßóôçêå ôï ãñáììéêï-
ðïéçìÝíï ìïíôÝëï óå äéáöïñéêÞ ìïñöÞ óôï simulink ãéá äéÜöïñåò ðñïóïìïßùóç óôï
ðåñéâÜëëïí simulink:

Ó÷Þìá 3.4: Ðñïóïìïßùóç ôïõ óõóôÞìáôïò óôï ðåñéâÜëëïí simulink

3.3 ÁíÜëõóç ôïõ ãñáììéêïðïéçìÝíïõ óõóôÞìáôïò

Ôï óýóôçìá ôïõ áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò ðáñïõóéÜæåé êÜðïéá ÷áñáêôçñéóôéêÜ, ôá
ïðïßá Ý÷ïõí åíäéáöÝñïí üóï Üöïñá óôçí áíÜëõóç êáé Ýëåã÷ï ôïõ óõóôÞìáôïò.
Ðñþôá áðü üëá ëüãù ôïõ üôé ôï óõãêåêñéìÝíï óýóôçìá áíáóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò
äéáèÝôåé ìïíá÷Ü Ýíáí êéíçôÞñá 12 ï ïðïßïò åíåñãïðïéçåß ôçí äýíáìç F óôçí óõñïìÝíç
ñÜâäï, äçëáäÞ åíþ Ý÷ïõìå äõï âáèìïýò åëåõèåñßáò óôï óýóôçìá Ý÷ïõìå ìïíá÷Ü
Ýíáí åíåñãïðïéçôÞ. ÔÝôïéá óõóôÞìáôá ëÝãïíôáé under-actuated. Åðßóçò, áðü ôçí
åîßóùóç (3.27) åßíáé öáíåñü üôé ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò ôïõ ãñáììáôéêïðïéçìÝíïõ
óõóôÞìáôïò áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò Ý÷åé Ýíá ìçäåíéóôÞ êáé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáí
ðüëï óôï äåîß çìß-åðßðåäïõ ôïõ öáíôáóôéêïý Üîïíá, ¸ôóé åßíáé öáíåñü üôé ôï áíïé÷ôü
óýóôçìá åßíáé ìç-åëÜ÷éóôç öÜóç13 êáé ÁóôáèÝò 14. ¼ðùò èá åîçãçèåß áñãüôåñá

12Actuator
13nonminimum phase
14unstable
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áõôÜ ôá ÷áñáêôçñßóôçêá Ý÷ïõí éäéáßôåñç óçìáóßá êáé åìðëïêÞ óôçí áðüäïóç êáé
åõóôÜèåéá ôïõ êÜèå êëåéóôïý óýóôçìá (åëåãêôÞ) ðïõ ó÷åäéÜóïõìå.

3.3.1 ÊáôáíïìÞ êáé Åðßäñáóç ôùí Ìçäåíéóôþí

Áðü ôçí åîßóùóç (3.27) öáßíåôáé îåêÜèáñá üôé ïé ìçäåíéóôÝò âñßóêïíôáé óôï:

Z = ±
√

g

lo
(3.40)

¸ôóé ïé ìçäåíéóôÝò ìáò èá åßíáé óå ìéá óôáèåñÞ èÝóç (±5:44) áöïý ç ôéìÞ ôïõ
ìÞêïõò lo äåí åßíáé äõíáôüí íá ìåôáâëçèåß. Ïðüôå ôï óýóôçìá ìáò èá åßíáé ðÜíôá Ýíá
óýóôçìá ìç-åëÜ÷éóôç öÜóç. ÃåíéêÜ Ýôóé üðùò èá åîçãçèåß áñãüôåñá üóï ÷áìçëüôåñç
åßíáé ç "óõ÷íüôçôá" (ìÝãåèïò) ôïõ ìç-åëÜ÷éóôç öÜóç ìçäåíéóôÞ, ôüóï ÷áìçëüôåñç
åßíáé ç ìÝãéóôç åöéêôÞ êëåéóôïý âñü÷ïõ åýñïò æþíçò, êáé ùò åê ôïýôïõ ôéò åðéäüóåéò.

3.3.2 ÊáôáíïìÞ êáé Åðßäñáóç ôùí Ðüëùí

ÂëÝðïíôáò ôçí åîßóùóç (3.27)

�(s)

F (s)
=

lo

J∗
−s2 + g

lo

s4 +
(

(m1lo−m2lc)g
J∗

)
s2 − m1g2

J∗

ÕðïèÝôïíôáò:

a
∆
=

(m1lo −m2lc)

J∗
(3.41)

b
∆
=
m1

J∗
(3.42)

k
∆
=

lo

J∗
(3.43)

¼ðïõ äéáðéóôþíåôáé üôé b > 0 êáé k > 0, ¸ôóé ç åîéóùóç (3.27) ìðïñåß íá ãñáöôåß
:

�(s)

F (s)
=
−k(s2 − g

l0
)

s4 + ags2 − bg2
(3.44)

¹ áëëéþò:

�(s)

F (s)
=

−k(s2 − g
l0
)

(s2 − p1g)(s2 − p2g)
(3.45)

¼ðïõ:

p1 =
−a+

√
a2 + 4b

2
(> 0) (3.46)

Êáé:

p2 =
−a−

√
a2 + 4b

2
(< 0) (3.47)
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Ó÷Þìá 3.5: ÐéèáíÝò Ðüëï-ÌçäåíéóôÞ ÊáôáíïìÞ

Áðü ôéò åîéóþóåéò (3.45 - 3.47) öáßíåôáé üôé õðÜñ÷ïõí äõï ðñáãìáôéêïß ðüëïé óôï
±√p1g êáé äõï öáíôáóôéêïß ðüëïé óôá ±I

√
| p2 | g. Ïé äõï ðéèáíÝò ðåñéðôþóåéò ôùí

ôïðïèÝôçóçò ðüëùí-ìçäåíéóôþí öáßíåôáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá:
Óõìöþíá ìå ôéò åîéóþóåéò (3.45 - 3.47) ç ðåñßðôùóç ôïõ ó÷Þìáôïò (3.4-á) óç-

ìáßíåé üôé :
−a+

√
a2 + 4b

2
>

1

lo
(3.48)

Åßíáé ó÷åôéêÜ áðëü íá äåßîïõìå üôé áõôü éó÷ýåé áí êáé ìüíï áí:

J∗ < m2lclo (3.49)

Ïìïßùò, ç ðåñßðôùóç ôïõ ó÷Þìáôïò (3.3-b) óçìáßíåé üôé:

J∗ > m2lclo (3.50)

Ç åîßóùóç (3.49) éóïäõíáìåß ìå ôçí ðåñßðôùóç üôé J1 + J2 +m2(lc)
2 < m2lclo.

Áõôü ìå ôç óåéñÜ ôïõ ðñïûðïèÝôåé üôé J1 êáé J2 íá åßíáé ìéêñÜ êáélc íá åßíáé ìéêñü óå
ó÷Ýóç ìå ôï lo. Óõìöþíá ìå ôï õðïêåöÜëáéï 3.2 ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôé ãéá
äéáöïñÝò äõíáôÝò ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí, ÁõôÞ ç ðåñßðôùóç Äåí åßíáé äõíáôüí ÐïôÝ
íá ðñáãìáôïðïéçèåß óôï ðåéñáìáôéêü ìáò óýóôçìá.

¸ôóé ¼ëåò ïé ðéèáíÝò ðåñéðôþóåéò óôï ðåéñáìáôéêü ìáò óýóôçìá èá åßíáé üðùò
öáßíåôáé óôï ó÷Þìá (3.5-â). Åðßóçò áðü ôéò åîéóþóåéò (3.45 - 3.47) êáé óýìöùíá ìå
ðñïçãïýìåíï õðïêåöÜëáéï, öáßíåôáé üôé ôï ìÝãåèïò 15 (óõ÷íüôçôá) ôùí öáíôáóôé-
êþí ðüëùí ðÜíôá åßíáé ìåãáëýôåñï áðü ôùí ðñáãìáôéêþí ðüëùí.

15magnitude
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Ðåäßï Óõ÷íüôçôáò

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï ôçò ìåôáðôõ÷éáêÞò åñãáóßáò óêïðüò Þôáí ç äçìéïõñãßá äýï
åñãáóôçñéáêþí áóêÞóåùí ãéá ôï ìÜèçìá "ÅéóáãùãÞ óôïí Áõôüìáôï Ýëåã÷ï" ôçò
ó÷ïëÞò \Ìç÷áíïëüãùí Ìç÷áíéêþí ôçò ÅÌÐ".
Óôï ðñþôï ìÝñïò ôïõ êåöáëáßïõ ãßíåôáé äéáìüñöùóç ôïõ óõóôÞìáôïò Ýôóé þóôå íá
Ýñèåé óå ìïñöÞ êáôÜëëçëç ãéá ôéò åñãáóôçñéáêÝò áóêÞóåéò. Óôï äåýôåñï ìÝñïò ôïõ
êåöáëáßïõ ãßíåôáé ç ðåéñáìáôéêÞ äéáäéêáóßá ôïõ áíôßóôñïöïõ Bode ìå óêïðü ôçí
áíáãíþñéóç ôïõ óõóôÞìáôïò êáé óôï ôñßôï ìÝñïò ôïõ êåöáëáßïõ ãßíåôáé ðåßñáìá
ôüðïõ ôùí ñéæþí êáé ìåôÝðåéôá äéáìüñöùóç åñãáóôçñéáêÞò Üóêçóçò ðÜíù óôï ôüðï
ôùí ñéæþí ôïõ óõóôÞìáôïò.

4.1 Äéáìüñöùóç ôïõ óõóôÞìáôïò

Ôï ìÜèçìá "ÅéóáãùãÞ óôïí Áõôüìáôï Ýëåã÷ï" ðåñéÝ÷åé áíÜëõóç ôùí åíåñãïýìå-
íùí 1 êáé ìéáò åéóüäïõ-ìéáò åîüäïõ2 óõóôçìÜôùí, åíþ ôï óýóôçìá ôïõ áíåóôñáì-
ìÝíïõ åêêñåìïýò ôçò ìåëÝôçò áõôÞò åßíáé Ýíá óýóôçìá õðïåðåíåñãïýìåíï3 êáé ìéáò
åéóüäïõ-ðïëëþí åîüäùí 4. Óå áõôü ôï õðïêåöÜëáéï ôï óýóôçìá ìåôáôñÝðåôáé óå
Ýíá óýóôçìá êáôÜëëçëï ãéá åöáñìïãÞ ôùí äõï åñãáóôçñéáêþí áóêÞóåùí.

1actuated
2siso
3underactuated
4simo

39
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Áðü ôçí ìÞôñá ìåôáöïñÜò ôçò åîßóùóçò (3.26) åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôï óýóôçìá
ìáò åßíáé ôýðïõ simo. Ôï óýóôçìá ÷ùñßóôçêå êáé Þñèå óôçí ìïñöÞ ðïõ öáßíåôáé
óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá:

Ó÷Þìá 4.1: Ìåôáôñåðüìåíï Óýóôçìá

ÏõóéáóôéêÜ ôï óýóôçìá ÷ùñßæåôáé óå äõï óõíáñôÞóåéò ìåôáöïñÜò X
F êáé �

X .
ÖôéÜ÷íåôáé Ýíáò åóùôåñéêüò âñü÷ïò ðÜíù óôçí óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò X

F êáé ìå
Ýíáí åëåãêôÞ PD ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò X

F óôáèåñïðïéåßôáé êáé åëÝã÷åôáé. Ç Ýîï-

äïò áðü ôçí óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò X
F åéóÜãåôáé óôçí óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò �

X êáé
üëï áõôü ôï óýóôçìá üðùò öáßíåôáé êáé óôï ó÷Þìá ðáñïõóéÜæåôáé óáí Ýíá black box.

¸ôóé Ý÷ïíôáò ìåôáôñÝøåé ôï óýóôçìá óå óýóôçìá ìéáò åéóüäïõ-ìéáò åîüäïõ,
åéóÜãïõìå ôçí åðéèõìçôÞ ãùíßá5 (èÝóç) êáé ìå áíôéêáôÜóôáóç åëåãêôþí PID óôï
åîùôåñéêü âñü÷ï ( ��d ) åßíáé åöéêôüò ï Ýëåã÷ïò ôïõ ìåôáôñåðüìåíïõ óõóôÞìáôïò ôïõ
áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò.

4.1.1 ÁðëïðïéÞóç ôçò óõíáñôçóÞò ìåôáöïñÜò X
F

Ðáñáôçñþíôáò ôçí åîßóùóç (3.28) ôçò óõíÜñôçóçò ìåôáöïñÜò x
F âëÝðïõìå üôé ç

÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò åßíáé ßäéá ìå ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîß-
óùóç ôçò óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò �

f ôçò åîßóùóçò (3.27).
Ðáñáôçñþíôáò ôï áðëïðïéçìÝíï äõíáìéêü ìïíôÝëï ôçò óõñüìåíçò ñÜâäïõ ðÜíù

óôï áíåóôñáììÝíï åêêñåìÝò ðÜíù óôï óçìåßï éóïññïðßáò üðùò öáßíåôáé óôï ðáñá-
êÜôù ó÷Þìá ìðïñïýìå íá åêôéìÞóïõìå üôé áõôü ìïéÜæåé ìå ìéá äýíáìç (F) ðïõ êéíåß
ìéá ìÜæá( Ì1 + Ì∗2 ) . ¸ôóé ìðïñïýìå íá åêôéìÞóïõìå Ýíá áðëïðïéçìÝíï äõíá-
ìéêü ìïíôÝëï ãéá óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò X

F ðÜíù óôï óçìåßï éóïññïðßáò . Áðï ôçí
áðïëïðïéçìÝíç åîßóùóç:

F (t) = m∗ẍ (4.1)

5�d
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Ó÷Þìá 4.2: áðëïðïéçìÝíï äõíáìéêü ìïíôÝëï ôçò óõñüìåíçò ñÜâäïõ ðÜíù óôï
óçìåßï éóïññïðßáò

üðïõ :

m∗ =
m1m

∗
2

m1 +m∗2
(4.2)

Ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí ôéìþí ôùí âáñþí êáé êåñäþí áðü ôá encoders, èá Ý÷ïõìå
ôçí óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò:

X(s)

F (s)
=

khw

m∗s2
(4.3)

ÌåôÜ ôçí áíôéêáôÜóôáóç:

X(s)

F (s)
=

2042:8

0:13s2
(4.4)

¼ðïõ ìå Ýíá PD åëåãêôÞ :

PD = 0:011s+ 0:35 (4.5)

Ôï óýóôçìá X
F Ý÷åé êñßóéìç áðüêñéóç. ÐñÜãìáôé ç áðüêñéóç ôïõ ðñáãìáôéêïý

óõóôÞìáôïò ìå áõôü ôï åëåãêôÞ pd åßíáé áêñéâþò ßäéá ìå áõôü ðïõ âãáßíåé áðü
simulink,(äçëáäÞ êñáôþíôáò óôáèåñü ôï åêêñåìÝò ðáíù óôï óçìåßï éóïññïðßáò êáé
áðëþò êÜíïíôáò Ýëåã÷ï óôç ñÜâäï). Áõôü äåß÷íåé üôé ç ðñïóÝããéóç ìáò åßíáé óùóôÞ.

¸ôóé ïé ðüëïé ôïõ êëåéóôïý óõóôÞìáôïò ôçò óõíÜñôçóçò ìåôáöïñÜò X
F ìå åöáñ-

ìïãÞ ôïõ PD åëåãêôÞ èá åßíáé óôá óçìåßá:

−130:8076
−42:0455
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Ó÷Þìá 4.3: áðüêñéóç ôçò ×
F
ìå åëåãêôÞ PD áðü Simiulink

Ðáñáôçñþíôáò ôçí óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò (3.29) êáé ìå áíôéêáôÜóôáóç ôéìþí
ðáñáìÝôñùí Ý÷ïõìå:

�

X
=
−0:05595s2 + 1:663

s2 − 2:916
(4.6)

¸ôóé ðáñáôçñïýìå üôé ïé ðüëïé ôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé óôá ±1:7075 êáé ïé ìçäåíéóôÝò
ôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé óôá óçìåßá±5:4519 . ¸ôóé âëÝðïõìå üôé ïé ðüëïé ôïõ êëåéóôïý
óõóôÞìáôïò X

F ìå åëåãêôÞ PD , åßíáé ðïëý ðéï ìáêñéÜ óå ó÷Ýóç ìå ôïõò ðüëïõò ôçò

óõíÜñôçóçò ìåôáöïñÜò �
X êáé ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ôï óýóôçìá êëåéóôïý

âñü÷ïõ X
F åßíáé ðïëý ðéï ãñÞãïñï óå ó÷Ýóç ìå ôç óõíÜñôçóç �

X . Ôüôå óõìðåñáßíïõìå
üôé Ý÷ïõìå ôï óýóôçìá ìéáò åéóüäïõ-ìéáò åîüäïõ ôïõ áíáóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò
óôçí ìïñöÞ:

4.2 ÌåëÝôç äéáãñÜììáôïò BODE

¼ðùò ðáñïõóéÜóôçêå óôç ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï, ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò áíåóô-
ñáììÝíïõ åêêñåìïýò óå ìïñöÞ ìéáò åéóüäïõ-ìéáò åîüäïõ áðëïðïéÞèçêå óå ôåëéêÞ óõ-
íÜñôçóç ìåôáöïñÜò �

X . Óôï õðïêåöÜëáéï áõôü ãßíåôáé ìéá ðåéñáìáôéêÞ äéáäéêáóßá
áíáãíþñéóçò ôçò óõíÜñôçóçò ìåôáöïñÜò áõôÞò ìÝóù ôïõ ðåéñáìáôéêïý áíôßóôñïöïõ
äéáãñÜììáôïò bode. ¸ôóé èá äéáìïñöùèåß ìÝóù ôçò ðåéñáìáôéêÞò äéáäéêáóßáò ôï
äéÜãñáììá bode ôïõ êëåéóôïý óõóôÞìáôïò ôïõ ó÷Þìáôïò (4.4) êáé óôçí óõíÝ÷åéá
èá áíáëõèåß êáé èá åîá÷èåß ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò êëåéóôïý âñü÷ïõ.
Ãéá íá ðñáãìáôïðïéçèåß ç äéáäéêáóßá ôïõ áíôßóôñïöïõ bode ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï áñ-
÷åßï \ bode.mdl" ôïõ ðáñáñôÞìáôïò Â.
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Ó÷Þìá 4.4: ÁðëïðïéçìÝíç óõíÜñôçóç åéóüäïõ åîüäïõ

4.2.1 Äéáäéêáóßá ôïõ ðåéñÜìáôïò

¼ðùò öáßíåôáé êáé óôï \bode.mdl" ðáñÜãåôáé Ýíá çìéôïíïåéäÞò óÞìá êáé åéóÜãåôáé
óôï óýóôçìá. ÊÜèå öïñÜ ï ÷ñÞóôçò åéóÜãåé ìéá äéáöïñåôéêÞ óõ÷íüôçôá , áðü ôç
÷áìçëüôåñç óõ÷íüôçôá 0:9 radSec Ýùò ôçí óõ÷íüôçôá 60

rad
Sec . Ãéá ôï ðëÜôïò ôïõ óÞìáôïò

äßíåôáé ç ôéìÞ 3000 ç ïðïßá ïðþò áíáöÝñèçêå êáé óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï áíôéóô-
ïé÷åß óå 2:3deg. Ãéá ôï êÝñäïò ôïõ P åëåãêôÞ åðéëÝ÷ôçêåKp = 3:8. Tï ðåßñáìá Ýãéíå
óå 27 ìåôñÞóåéò êáé ïé ìåôñÞóåéò üðùò öáßíåôáé êáé áðü ôï \bode.mdl" óõëëÝ÷èçêáí
óôï workspace êáé óôçí óõíÝ÷åéá åðåîåñãáóôÞêáí ìå ôçí ÷ñÞóç ôïõ êþäéêá ôïõ
ðáñáñôÞìáôïò C \�ndbode.m". Ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü ôïí êþäéêá
\�ndbode.m" áðïôåëïýí ôá äéáãñÜììáôá ðëÜôïò êáé öÜóçò ôïõ åîåôáæïìÝíïõ ìïí-
ôÝëïõ. Ôá áðïôåëÝóìáôá öáßíïíôáé óôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá:

4.2.2 ÁíÜëõóç ôïõ ÄéáãñÜììáôïò Bode

Óôï ðåéñáìáôéêü äéÜãñáììá bode ðïõ ðñüåêõøå óôï ðñïçãïýìåíï õðïêåöÜëáéï ðá-
ñáôçñïýìå üôé ôï äéÜãñáììá ðëÜôïõò îåêÜíåé áðü ôçí ôéìÞ +3, Üñá öáßíåôáé üôé
Ý÷ïõìå Ýíá óôáèåñü êÝñäïò óôçí óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò ìáò. Õðïëïãßæïíôáò áðü
ôçí 20 log x = 3 óõìðåñáßíïõìå üôé Ý÷ïõìå Ýíá óôáèåñü êÝñäïò ìå ôéìÞ 1.4 óôçí
óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò ìáò. Åðßóçò óôçí óõ÷íüôçôá 2.4 õðÜñ÷ïõí óõììåôñéêïß ðüëïé
ìå � = 0:1. Óôç óõ÷íüôçôá 4 Ý÷ïõìå Ýíá ìçäåíéóôÞ êáé õóôÝñá óôçí óõ÷íüôçôá 5
Ý÷ïõìå Üëëï Ýíá ìçäåíéóôÞ. ÁëëÜ ðáñáôçñþíôáò ôï äéÜãñáììá öÜóçò âëÝðïõìå üôé
óôçí óõ÷íüôçôá 4 êáé 5 ç óõ÷íüôçôá äåí áíåâáßíåé (üðùò îÝñïõìå áðü ôçí èåùñßá
ãéá ìçäåíéóôÞ), áõôü óõìâáßíåé ãéáôß óôçí óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò ìáò Ý÷ïõìå Ýíáí
ìçäåíéóôÞ ìç-åëá÷ßóôçò öÜóçò, ï üðïéïò üðùò îÝñïõìå áðü ôçí èåùñßá áíåâÜæåé ôï
äéÜãñáììá ðëÜôïò áíÜ +20 db

dec åíþ óôï äéÜãñáììá öÜóç êáôåâÜæåé ôçí öÜóç -90
ìïßñåò. ¸ôóé óõìðåñáßíïõìå üôé óôçí óõ÷íüôçôá 4 Ý÷ïõìå Ýíáí ìçäåíéóôÞ êáé óôçí
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Ó÷Þìá 4.5: ÄéÜãñáììá ÐëÜôïõò

Ó÷Þìá 4.6: ÄéÜãñáììá ÖÜóçò
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óõ÷íüôçôá 5 Ý÷ïõìå Ýíáí ìçäåíéóôÞ ìç-åëÜ÷éóôçò öÜóçò, Ýôóé ï Ýíáò éóïññïðåß ôïí
Üëëïí üóï áöïñÜ óôï äéÜãñáììá öÜóçò ôïõ óõóôÞìáôïò.

Ó÷Þìá 4.7: ÁíÜëõóç äéáãñÜììáôïò ÐëÜôïõò

ÔåëéêÜ ç ôåëéêÞ óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò êëåéóôïý óõóôÞìáôïò ìå âÜóç ôï äéÜ-
ãñáììá bode åßíáé:

�

�d
=

1:4(1− 0:25s)(1 + 0:2s)

1 + 0:085s+ 0:1764s2
(4.7)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï \ BodePlotGui"6 ìðïñïýìå íá ðáñáôçñïýìå ôï äéÜãñáììá
bode ôçò óõíÜñôçóçò êëåéóôïý âñü÷ïõ åðß üñï. Åðßóçò ìðïñïýìå íá äïýìå áóýìð-
ôùôåò ãéá êÜèå üñï, ôç óõíáñìïëüãçóç ôùí äéáöüñùí üñùí êáé ôï ó÷çìáôéóìü ôïõ
ôåëéêïý äéáãñÜììáôïò bode.

Áí èåùñÞóïõìå ôçí óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò êëåéóôïý âñü÷ïõ �
�d

= Çcl(s), áðü
ôçí èåùñßá Ý÷ïõìå üôé:

Hcl(s) =
GcGp

1 +GcGp
(4.8)

¼ðïõ Gp åßíáé ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò áíïé÷ôïý âñü÷ïõ ôïõ \blackBox" êáé Gc åß-
íáé ôï êÝñäïò åëåãêôÞò, äçëáäç Gc = 3:8 ôüôå ìðïñïýìå íá åîÜãïõìå ôçí óõíÜñôçóç

6ëüãù ôïõ ìåãÜëïõ üãêïõ ôïõ êþäéêá ôïõ GUI, äåí õðÜñ÷åé óôçí äéðëùìáôéêÞ åñãáóßá.
¼ìùò õðÜñ÷åé óôï CD ôçò äéðëùìáôéêÞò åñãáóßáò ðïõ ðåñéëáìâÜíåé äéÜöïñïõò êþäéêåò
êáé simulink(.mdl)
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Ó÷Þìá 4.8: BodePlotGui

ìåôáöïñÜò áíïé÷ôïõ ôïõ \blackBox":

Gp =
Hcl

(3:8− (3:8 ∗Hcl))
(4.9)

Ôüôå Ý÷ïõìå:

Gblackbox = Gp =
−0:01235s4 − 0:0183s3 + 0:171s2 + 0:049s+ 1:4

0:1652s4 + 0:1835s3 + 0:7183s2 + 0:4598s− 1:52
(4.10)
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4.3 ÌåëÝôç Ôüðïõ ôùí Ñéæþí

Óôï ðåßñáìá ðïõ ëáìâÜíåôáé óå áõôü ôï õðïêåöÜëáéï, ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç óõíÜñôçóç
ìåôáöïñÜò áíïé÷ôïý âñü÷ïõ �d

� ç ïðïßá õðïëïãßóôçêå áðü ôï ðåßñáìá áíôßóôñïöïõ
bode óôï ðñïçãïýìåíï õðïêåöÜëáéï. Ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò áíïé÷ôïý âñü÷ïõ ôïõ
\blackbox" Þôáí:

Gblackbox = Gp =
−0:01235s4 − 0:0183s3 + 0:171s2 + 0:049s+ 1:4

0:1652s4 + 0:1835s3 + 0:7183s2 + 0:4598s− 1:52

Ï ôüðïò ôùí ñéæþí ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò ìå ôçí ÷ñÞóç ôïõ ëïãéóìéêïýMATLAB

õðïëïãßóôçêå êáé ðáñïõóéÜæåôáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá (4.9).
Ðáñáôçñåßôáé üôé ôï óýóôçìá áíïé÷ôïý âñü÷ïõ Ý÷åé ðüëïõò óôá óçìåßá :

− 0:2409 + 2:3687i

− 0:2409− 2:3687i

− 1:6269

+ 0:9978

(4.11)

Êáé ìçäåíéóôÝò óôá óçìåßá :

− 4:9996

+ 3:9997

− 0:2409 + 2:3687i

− 0:2409− 2:3687i

(4.12)

¸ôóé ðáñáôçñåßôáé üôé Ý÷ïõìå äõï ðüëïõò êáé ìçäåíéóôÝò óôï ßäéï óçìåßï. Åðß-
óçò Ðñïöáíþò ôï óýóôçìá áíïé÷ôïý âñü÷ïõ åßíáé áóôáèÝò. ÁíåâÜæïíôáò ôï êÝñäïò
KP óôï åëåãêôÞ P ìåôáöÝñïíôáé ïé ðüëïé ðÜíù óôï ôüðïò ôùí ñéæþí êáé áëëÜæïõí ïé
ðüëïé ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîßóùóçò ôïõ êëåéóôïý âñü÷ïõ.¸ôóé ãéá Kp áðü ìçäÝí
Ýùò 1.2 Ý÷ïõìå áóôÜèåéá óôï óýóôçìá ìáò. Áðü êÝñäïò 1.4 Ýùò 3.8 ðåñéìÝíïõìå íá
Ý÷ïõìå êáëýôåñç óõìðåñéöïñÜ üóï áöïñÜ ôçí åõóôÜèåéá ôïõ óõóôÞìáôïò , õóôÝñá
ðåñéìÝíïõìå ãéá êÝñäç áðü 5 Ýùò êáé( ðåñßðïõ )10 íá Ý÷ïõìå ìéá ôáëáíôùôéêÞ óõìðå-
ñéöïñÜ (ó÷åôéêÞ åõóôÜèåéá) , ãéáôß ïé äõï ðüëïé ðëçóéÜæïõí óôï öáíôáóôéêü Üîïíá.
Óôï ôÝëïò ãéá êÝñäç ðÜíù áðü 10 ðåñéìÝíïõìå ïé ðüëïé ôïõ êëåéóôïý óõóôÞìáôïò
íá Ý÷ïõí ìðåé óôï äåîß çìé-åðßðåäïõ ôïõ öáíôáóôéêïý Üîïíá êáé Ýôóé íá Ý÷ïõìå ìðåé
óôçí áóôáèÞ ðåñéï÷Þ.

4.3.1 äéáäéêáóßá ôïõ ðåéñÜìáôïò

Ôï ðåßñáìá ãßíåôáé ìÝóù ôïõ áñ÷åßïõ simulink roott.mdl ôïõ ðáñáñôÞìáôïò. ÊÜèå
öüñá áëëÜæïíôáò ôï ÊP ôïõ åëåãêôÞ , óçìåéþíåôáé ç áðüêñéóç ôïõ óõóôÞìáôïò.
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Ó÷Þìá 4.9: Ôüðïò ôùí Ñéæþí
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¼ðùò åîçãÞèçêå ðñïçãïõìÝíùò ðáñáôçñïýìå áóôÜèåéá ãéá ìéêñÜ êÝñäç, ãéá êÝñäç
áðü 2 Ýùò 5 Ý÷ïõìå êáëýôåñç óõìðåñéöïñÜ êáé ãéá áðü 5 Ýùò 10 ðáñáôçñïýìå ôáëá-
íôþóåéò óôï óýóôçìá êáé óôï ôÝëïò Ý÷ïõìå áóôÜèåéá ôïõ óõóôÞìáôïò. Ôá äéáãñÜì-
ìáôá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü äéÜöïñá êÝñäç äßíïíôáé ðáñáêÜôù.

Ó÷Þìá 4.10: áðüêñéóç óõóõÞìáôïò ìå ÊP = 0:5
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Ó÷Þìá 4.11: áðüêñéóç óõóõÞìáôïò ìå ÊP = 1

Ó÷Þìá 4.12: áðüêñéóç óõóõÞìáôïò ìå ÊP = 1:2
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Ó÷Þìá 4.13: áðüêñéóç óõóõÞìáôïò ìå ÊP = 2

Ó÷Þìá 4.14: áðüêñéóç óõóõÞìáôïò ìå ÊP = 3
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Ó÷Þìá 4.15: áðüêñéóç óõóõÞìáôïò ìå ÊP = 3:8

Ó÷Þìá 4.16: áðüêñéóç óõóõÞìáôïò ìå ÊP = 5
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Ó÷Þìá 4.17: áðüêñéóç óõóõÞìáôïò ìå ÊP = 6

Ó÷Þìá 4.18: áðüêñéóç óõóõÞìáôïò ìå ÊP = 8
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Ó÷Þìá 4.19: áðüêñéóç óõóõÞìáôïò ìå ÊP = 9

Ó÷Þìá 4.20: áðüêñéóç óõóõÞìáôïò ìå ÊP = 10
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Ó÷Þìá 4.21: áðüêñéóç óõóõÞìáôïò ìå ÊP = 11

Ó÷Þìá 4.22: áðüêñéóç óõóõÞìáôïò ìå ÊP = 12
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4.3.2 ÅëåãêôÞò PID

Ï óêïðüò ôïõ ðåéñÜìáôïò áõôüò åßíáé íá äç÷èåß ç áðüäñáóç ôùí ôñéþí üñùí ôïõ
åëåãêôÞ PID óôçí åõóôÜèåéá êáé ÷ñïíéêÞ áðüêñéóç ôïõ óõóôÞìáôïò áíåóôñáììÝíïõ
åêêñåìïýò. Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ðåßñáìá üðùò öÜíçêå êáé óôá äéáãñÜììáôá ãéá
ðåñéï÷Þ êåñäþí KP 3 Ýùò 4 åß÷áìå ìéá éêáíïðïéçôéêÞ óõìðåñéöïñÜ .
Óôï ðåßñáìá áõôü ìå ôï box \Step" ôïõ simulink , áñ÷éêÜ äßíåôáé áíáöïñÜ óôï
óýóôçìá óôçí èÝóç ôùí 5 ìïéñþí, ìåôÜ áðü 10 äåõôåñüëåðôá äßíåôáé áíáöïñÜ óôçí
ãùíßá ìçäÝí (óçìåßï éóïññïðßáò ôïõ óõóôÞìáôïò), ï óêïðüò ôçò ðñáãìáôïðïßçóçò
ôçò åíôïëÞò ìå ôçí ìïñöÞ áõôÞ åßíáé üôé óôéò ãùíßåò ðéï ìáêñéÜ áðü ôï óçìåßï
éóïññïðßáò ôïõ óõóôÞìáôïò Ý÷ïõìå ìåãáëýôåñï óöÜëìá ëüãù ôçò ðáñïõóßáóçò ôùí
ìç-ãñáììéêþí üñùí. ¼ðïôå ãéá íá Ý÷ïõìå ìéá êáëýôåñç åéêüíá áðü ôéò áíôéäñÜ-
óåéò ôùí äéáöüñùí êåñäþí äéáëÝ÷ôçêå íá åëÝãîïõìå ôï óýóôçìá ðÜíù óôï óçìåßï
éóïññïðßáò. Åðßóçò ìå áõôü ôïí ôñüðï ìðïñïýìå íá âëÝðïõìå ôçí åðßäñáóç ôùí
ìç-ãñáììéêþí üñùí óôçí åõóôÜèåéá ôïõ óõóôÞìáôïò.

Ãéá ðñáãìáôïðïßçóç ôïõ ðåéñÜìáôïò ÷ñçóéìïðïéïýìå Ýíá êÝñäïò ÊP = 4 Kd =
0 KI = 0 ãéá áñ÷Þ, Ýôóé ðáñïõóéÜæåôáé ìéá áðüêñéóç ìå ôáëáíôþóåéò êáé êÜðïéï
óöÜëìá ìüíéìçò êáôÜóôáóçò, áíåâÜæïíôáò ôï êÝñäïò KD âåëôéþíåôáé ç ôáëÜíôùóç
óôï óýóôçìá êáé Ýôóé Ý÷ïõìå ëéãüôåñåò ôáëáíôþóåéò, êáé óôï ôÝëïò áíåâÜæïíôáò
ôï êÝñäïò KI ôïõ ïëïêëçñùôÞ, âåëôéþíåôáé ôï óöÜëìá ìüíéìçò êáôÜóôáóçò. Ãéá
ðñáãìáôïðïßçóç ôïõ ðåéñÜìáôïò ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ôï áñ÷åßï simulink PIDD.mdl

ôïõ ðáñáñôÞìáôïò.
Ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí ìåôñÞóåùí ìå ôçí äéáäéêáóßá áõôÞ ðáñïõóéÜæåôáé óôï ðáñá-
êÜôù:
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Ó÷Þìá 4.23: ÄéáãñÜìáôá áðïêñßóåùí ôùí ðåéñÜìáôùí ìå åëåãêôÞ PID

¼ðùò öáßíåôáé áðü ôá äéáãñÜììáôá ôùí áðïêñßóåùí, ôï êÝñäïò KD âåëôéþíåé
ôéò ôáëáíôþóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò êëåéóôïý âñü÷ïõ êáé ôï êÝñäïò Ki âåëôéþíåé ôï
óöÜëìá ìüíéìçò êáôÜóôáóçò ôïõ óõóôÞìáôïò.
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Ðåäßï ×ñüíïõ

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï ôçò ìåôáðôõ÷éáêÞò åñãáóßáò Ýãéíå ìéá ðñïóðÜèåéá ìå óêïðü
ôïí ó÷çìáôéóìü äõï åñãáóôçñéáêþí áóêÞóåùí óôï ìÜèçìá "ÓõóôÞìáôá ÁõôïìÜôïõ
Ýëåã÷ïõ ÉÉ" ôçò ó÷ïëÞò \Ìç÷áíïëüãùí Ìç÷áíéêþí ôçò ÅÌÐ".
Óôï ðñþôï ìÝñïò ôïõ êåöáëáßïõ ãßíåôáé ìéá ðåñßëçøç ôïõ óõóôÞìáôïò ôïõ áíåóôñáì-
ìÝíïõ åêêñåìïýò óôçí ìïñöÞ ðïëõìåôáâëçôïý óõóôÞìáôïò ç ïðïßá èá ÷ñçóéìïðïéç-
èåß óôçí óõíÝ÷åéá óôéò åñãáóôçñéáêÝò áóêÞóåéò. Óôï äåýôåñï ìÝñïò ôïõ êåöáëáßïõ
ãßíåôáé ðåßñáìá óå ôïðïèÝôçóç ðüëùí ôïõ êëåéóôïý óõóôÞìáôïò, ãéá íá óõãêñéèåß ç
åðßäñáóç ôçò èÝóçò ôùí ðüëùí óôçí åõóôÜèåéá êáé óôçí áðüêñéóç ôïõ óõóôÞìáôïò.
Óôçí óõíÝ÷åéá ãßíåôáé ôïðïèÝôçóç ôùí ðüëùí ìå åðéëïãÞ êÝñäïõò ìå ôçí âïÞèåéá
ôïõ âÝëôéóôïõ åëÝã÷ïõ óå ìïñöÞ LQR êáé óõãêñßíåôáé ìå ôçí áðëÞ ôïðïèÝôçóç ôùí
ðüëùí ôïõ óõóôÞìáôïò.

Óôï ôñßôï ìÝñïò ôïõ êåöáëáßïõ öôéÜ÷íåôáé ðáñáôçñçôÞò ðëÞñïõò ôÜîçò ôïõ óõ-
óôÞìáôïò. Ôïðïèåôþíôáò ôïõò ðüëïõò ôïõ ðáñáôçñçôÞ óå äéÜöïñá óçìåßá óõãêñß-
íåôáé ç óýãêëéóç ôùí ðñáãìáôéêþí ìåôñÞóåùí êáé ôùí ìåôñÞóåùí ìå ôçí åêôßìçóç
ôïõ ðáñáôçñçôÞ êáé åðßóçò ðáñáôçñåßôáé ç Ýííïéá ôïõ èïñýâïõ óôçí åêôßìçóç ôùí
êáôáóôÜóåùí ìå ðáñáôçñçôÞ.
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5.1 ÅéóáãùãÞ

¼ðùò áíáöÝñèçêå óôï êåöÜëáéï ôñßá, ìåôÜ áðü ôçí ãñáììéêïðïßçóç ôïõ ìç-ãñáìì-
éêïý óõóôÞìáôïò ïé åîéóþóåéò ÷þñï-êáôáóôÜóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé óôçí ìïñöÞ:

ż = Az +Bu

y = Cz +Du (5.1)

Ïðïõ:

Z =




�

�̇

x

ẋ


 A =




0 1 0 0
m2lcg
J∗ 0 m1g

J∗ 0
0 0 0 1

(J∗−m2lolc)g
J∗ 0 −m1log

J∗ 0




B =
1

J∗




0
−lo
0
Joe
m1


 C =




C1 0 0 0
0 C2 0 0
0 0 C3 0
0 0 0 C4




¼ðïõ:

J∗ = [Joe −m1l
2
o]

Ci = 1 (i = 1; 2; 3; 4) (5.2)

Óôçí óõíÝ÷åéá ìåôÜ áðü identi�cation ôïõ óõóôÞìáôïò, êáé Ý÷ïíôáò õðüøç ìáò ôá
êÝñäç ôùí áéóèçôÞñùí ïé ðéíÜêåò Á,Â êáé C ôùí ðáñáðÜíù åîéóþóåùí åßíáé:

A =




0 1 0 0
−16:7709 0 3:2196 0

0 0 0 1
323:6897 0 −22:4170 0




B = 104 ±




0
−0:1039

0
1:6825


 C =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




¸ôóé Ý÷ïíôáò ôéò åîéóþóåéò ÷þñï-êáôÜóôáóçò ôïõ óõóôÞìáôïò áíåóôñáììÝíïõ åê-
êñåìïýò êáé ìå âÜóç ôï èåùñçôéêü ìÝñïò ðïõ áíáöÝñåôáé óôá ðáñáôÞìáôá \Åñãáóô-
çñéáêÞ Üóêçóç-ÔïðïèÝôçóç ôùí Ðüëùí" êáé \ ÅñãáóôçñéáêÞ Üóêçóç-ÐáñáôçñçôÞò
ÊáôÜóôáóçò" ðñáãìáôïðïéçèÞêáí ôá äõï ðáñáêÜôù ðåéñÜìáôá:
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5.2 Ðåßñáìá ÔïðïèÝôçóçò Ðüëùí

Ìå âÜóç ôï èåùñçôéêü ìÝñïò ðïõ áíáöÝñåôáé óôï áíôßóôïé÷ï åñãáóôçñéáêü öõë-
ëáäéï\ ÔïðïèÝôçóç Ðüëùí" ôïõ ðáñáñôÞìáôïò, ó÷åäéÜóôçêå ôï áñ÷åßï simulink
\state-feedback.mdl" ôïõ ðáñáñôÞìáôïò F. Ìå ôçí ÷ñÞóç ôïõ êþäéêá \statefeedback.m"
óôï ïðïßï Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ \acker", áíáëüãùò ìå ôï ðñüôõðï Bessel
ôïðïèåôïýíôáé ïé ðüëïé ôïõ êëåéóôïý óõóôÞìáôïò óå äéÜöïñåò èÝóåéò îåêéíþíôáò
áðü ôçí èÝóç [−4:0156± 5:0723i;
− 5:5281± 1:6553i] êáé ðñï÷ùñþíôáò ðñïò áñéóôåñÜ ðáñáôçñïýìå ôçí áðüêñéóç ôïõ
óõóôÞìáôïò êáé ðñïóðáèïýìå íá âñïýìå êÜðïéá \êáëÞ" èÝóç ãéá ôçí ôïðïèÝôçóç
ôùí ðüëùí. Óôï ôÝëïò åðéëÝãåôáé ï ðßíáêáò F (êÝñäïò áíáôñïöïäüôçóçò) ìå ôçí
÷ñÞóç ôïõ LQR êáé óõãêñßíåôáé ç áðüêñéóç ôïõ óõóôÞìáôïò ìå ôéò ðñïçãïýìåíåò
ðåñéðôþóåéò.

¼ðùò öáßíåôáé êáé óôï áñ÷åßï \state-feedback.mdl" åéóÜãåôáé ìéá åßóïäïò im-
pulse óôçí ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ 2 sec óôï óýóôçìá, ç ïðïßá Ý÷åé ðëÜôïò 3 ìïßñåò êáé
äéÜñêåéá 0.1 äåõôåñüëåðôï. ¸ôóé ìðïñïýìå ãéá êÜèå èÝóç ôïõ êëåéóôïý âñü÷ïõ íá
äïýìå ôçí áðüêñéóç ôïõ óõóôÞìáôïò ðÜíù óôï óçìåßï éóïññïðßáò.
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1- ÈÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−4:0156± 5:0723i;−5:5281± 1:6553i]

Óôçí ðñþôç öÜóç, ôïðïèåôïýíôáé ïé ðüëïé êëåéóôïý óõóôÞìáôïò óôçí èÝóç [−4:0156±
5:0723i;−5:5281 ± 1:6553i]. Ìå ôçí ÷ñÞóç ôïõ êþäéêá ôá êÝñäç ôïõ äéáíýóìáôïò
F õðïëïãßæåôáé [0:0894 0:0288 0:0129 0:0029]. Ðáñáôçñåßôáé üôé ôï óýóôçìá
ðáñïõóéÜæåé ìéá ó÷åôéêÞ åõóôÜèåéá, ìå ìüíéìåò ôáëáíôþóåéò ðÜíù óôï óçìåßï éóï-
ññïðßáò. ¸ôóé ôïðïèåôþíôáò ôïõò ðüëïõò ðéï áñéóôåñÜ ðåñéìÝíïõìå íá âåëôéùèåß ç
åõóôÜèåéá ôïõ óõóôÞìáôïò.

Ó÷Þìá 5.1: áðüêñéóç óõóôÞìáôïò ìå èÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−4:0156±
5:0723i;−5:5281± 1:6553i]
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2- ÈÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−4:8187± 6:0868i;−6:6337± 1:9864i]

Óôçí äåýôåñç öÜóç, ôïðïèåôïýíôáé ïé ðüëïé êëåéóôïý óõóôÞìáôïò óôçí èÝóç [−4:8187±
6:0868i;−6:6337± 1:9864i]. Ìå ôçí ÷ñÞóç ôïõ êþäéêá ôá êÝñäç ôïõ äéáíýóìáôïò F
õðïëïãßæåôáé [0:1522 0:0485 0:0211 0:0044]. Ðáñáôçñåßôáé üôé ïé ôáëáíôþóåéò
óôï óýóôçìá Ý÷ïõí âåëôéùèåß ðïëý êáé ôï óýóôçìá ìå Ýíá óöÜëìá ìüíéìçò êáôÜó-
ôáóçò óôáèåñïðïéåßôáé óå ãùíßá -1.2 ìïßñåò , áíôéèÝôùò ìå ôçí ðñïçãïýìåíç öüñá
ðïõ ðáñïõóßáæå ìüíéìåò ôáëáíôþóåéò.

Ó÷Þìá 5.2: áðüêñéóç óõóôÞìáôïò ìå èÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−4:8187±
6:0868i;−6:6337± 1:9864i]
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3- ÈÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−5:0195± 6:3404i;−6:9101± 2:069i]

Ôþñá ôïðïèåôïýíôáé ïé ðüëïé óôçí èÝóç [−5:0195± 6:3404i;−6:9101± 2:069i] êáé,
ìå ÷ñÞóç ôïõ êþäéêá, ôá êÝñäç ôïõ äéáíýóìáôïò F õðïëïãßæïíôáé [0:1731 0:0546
0:0236 0:0048]. Ðáñáôçñåßôáé üôé ïé ôáëáíôþóåéò óôï óýóôçìá Ý÷ïõí âåëôéùèåß
áêüìá ðéï ðïëõ êáé ôï óýóôçìá ìå Ýíá óöÜëìá ìüíéìçò êáôÜóôáóç óôáèåñïðïéåßôáé
óå ãùíßá -0.84 ìïßñåò.

Ó÷Þìá 5.3: áðüêñéóç óõóôÞìáôïò ìå èÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−5:0195±
6:3404i;−6:9101± 2:069i]
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4- ÈÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−5:2203± 6:5940i;−7:1865± 2:1519i]

ÁõôÞ ôçí öïñÜ ôïðïèåôïýíôáé ïé ðüëïé óôçí èÝóç [−5:2203 ± 6:5940i;−7:1865 ±
2:1519i] êáé ìå ÷ñÞóç ôïõ êþäéêá ôá êÝñäç ôïõ äéáíýóìáôïò F åßíáé [0:1966
0:0612 0:0263 0:0053]. Ðáñáôçñåßôáé óôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá üôé ïé ôáëáí-
ôþóåéò óôï óýóôçìá Ý÷ïõí âåëôéùèåß áêüìá ðéï ðïëõ êáé ôï óýóôçìá ìå Ýíá óöÜëìá
ìüíéìçò êáôÜóôáóç óôáèåñïðïéåßôáé óå ãùíßá -0.60 ìïßñåò.

Ó÷Þìá 5.4: áðüêñéóç óõóôÞìáôïò ìå èÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−5:2203±
6:5940i;−7:1865± 2:1519i]
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5- ÈÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−5:4211± 6:8476i;−7:4629± 2:2347i]

ÁõôÞ ôçí öïñÜ ôïðïèåôïýíôáé ïé ðüëïé óôçí èÝóç [−5:4211 ± 6:8476i;−7:4629 ±
2:2347i] êáé ìå ÷ñÞóç ôïõ êþäéêá ôá êÝñäç ôïõ äéáíýóìáôïò F åßíáé [0:2227
0:0683 0:0292 0:0057]. Ðáñáôçñåßôáé óôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá üôé ïé ôáëáíôþ-
óåéò óôï óýóôçìá Ý÷ïõí âåëôéùèåß áêüìá ðéï ðïëõ êáé ôï óýóôçìá ìå Ýíá óöÜëìá
ìüíéìçò êáôÜóôáóç óôáèåñïðïéåßôáé óå ãùíßá -0.25 ìïßñåò.

Ó÷Þìá 5.5: áðüêñéóç óõóôÞìáôïò ìå èÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−5:4211±
6:8476i;−7:4629± 2:2347i]
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6- ÈÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−5:6218± 7:1012i;−7:7393± 2:3174i]

ÁõôÞ ôçí öïñÜ ôïðïèåôïýíôáé ïé ðüëïé óôçí èÝóç [−5:6218± 7:1012i;
− 7:7393 ± 2:3174i] êáé ìå ÷ñÞóç ôïõ êþäéêá ôá êÝñäç ôïõ äéáíýóìáôïò F åßíáé
[0:2516 0:0759 0:0323 0:0063]. Ðáñáôçñåßôáé üôé ïé ôáëáíôþóåéò óôï óýóôçìá
Ý÷ïõí âåëôéùèåß áêüìá ðéï ðïëõ êáé ôï óýóôçìá ìå Ýíá óöÜëìá ìüíéìçò êáôÜóôáóç
óôáèåñïðïéåßôáé óå ãùíßá -0.08 ìïßñåò.

Ó÷Þìá 5.6: áðüêñéóç óõóôÞìáôïò ìå èÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−5:6218±
7:1012i;−7:7393± 2:3174i]
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7- ÈÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−6:4250± 8:1157i;−8:845± 2:6485i]

ÁõôÞ ôçí öïñÜ ôïðïèåôïýíôáé ïé ðüëïé óôçí èÝóç [−6:4250 ± 8:1157i;−8:845 ±
2:6485i] êáé ìå ÷ñÞóç ôïõ êþäéêá ôá êÝñäç ôïõ äéáíýóìáôïò F åßíáé [0:4004
0:1122 0:0473 0:0087]. Ðáñáôçñåßôáé üôé ïé ôáëáíôþóåéò óôï óýóôçìá Ý÷ïõí
âåëôéùèåß áêüìá ðéï ðïëõ êáé ôï óýóôçìá ìå Ýíá óöÜëìá ìüíéìçò êáôÜóôáóç ó-
ôáèåñïðïéåßôáé óå ãùíßá -0.1 ìïßñåò.

Ó÷Þìá 5.7: áðüêñéóç óõóôÞìáôïò ìå èÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−6:4250±
8:1157i;−8:845± 2:6485i]
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8- ÈÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−8:0312±10:1446i;−11:0562±3:3106i]

ÁõôÞ ôçí öïñÜ ôïðïèåôïýíôáé ïé ðüëïé óôçí èÝóç [−6:4250± 8:1157i;−8:845
± 2:6485i] êáé ìå ÷ñÞóç ôïõ êþäéêá ôá êÝñäç ôïõ äéáíýóìáôïò F åßíáé [0:9062
0:2166 0:0926 0:00156]. Ðáñáôçñåßôáé óôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá üôé ïé ôáëáíô-
þóåéò óôï óýóôçìá Ý÷ïõí âåëôéùèåß áêüìá ðéï ðïëõ , áëëÜ ðáñïõóéÜæåôáé êÜðïéïò
èüñõâïò óôï óýóôçìá , åéäéêüôåñá óôï Üîïíá X ôçò óõñüìåíçò ñÜâäïõ.

Ó÷Þìá 5.8: áðüêñéóç óõóôÞìáôïò ìå èÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−8:0312±
10:1446i;−11:0562± 3:3106i]
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9- ÈÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−10:039±12:6808i;−13:8203±4:1383i]

ÁõôÞ ôçí öïñÜ ôïðïèåôïýíôáé ïé ðüëïé óôçí èÝóç [−10:039± 12:6808i;
− 13:8203 ± 4:1383i] êáé ìå ÷ñÞóç ôïõ êþäéêá ôá êÝñäç ôïõ äéáíýóìáôïò F åßíáé
[2:1166 0:4199 0:1893 0:0288]. Ðáñáôçñåßôáé üôé ïé ôáëáíôþóåéò Ý÷ïõí ìåéþèåé
áëëÜ åìöáíßæåôáé áêüìá ðéï Ýíôïíá ï èüñõâïò óôï óýóôçìá.

Ó÷Þìá 5.9: áðüêñéóç óõóôÞìáôïò ìå èÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−10:039±
12:6808i;−13:8203± 4:1383i]
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10- ÈÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ [−12:0468±15:2169i;−16:5843±4:9659i]

ÁõôÞ ôçí öïñÜ ôïðïèåôïýíôáé ïé ðüëïé óôçí èÝóç [−12:0468± 15:2169i;
− 16:5843 ± 4:9659i] êáé ìå ÷ñÞóç ôïõ êþäéêá ôá êÝñäç ôïõ äéáíýóìáôïò F åßíáé
[4:2921 0:7227 0:3504 0:048]. Ðáñáôçñåßôáé ïôé ï èüñõâïò óôï óýóôçìá åßíáé
ðïëõ Ýíôïíïò. ÐñÜãìá ðïõ åßíáé áíåðéèýìçôï. Ïðüôå óõìðåñáßíåôáé üôé Ý÷ïõìå
ôïðïèåôÞóåé ôïõò ðüëïõò ôïõ êëåéóôïý âñü÷ïõ áñêåôÜ ìáêñéÜ þóôå ç åðéññïÞ ôïõ
èïñýâïõ óôï óýóôçìá ìáò íá åßíáé ðëÝïí ðïëý åìöáíÞò êáé Ýôóé ï Ýëåã÷ïò áðï-
ôõã÷Üíåé.

Ó÷Þìá 5.10: áðüêñéóç óõóôÞìáôïò ìå èÝóç ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ïõ
[−12:0468± 15:2169i;−16:5843± 4:9659i]
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5.2.1 Ðåßñáìá LQR

Óå áõôü ôï óçìåßï áöïý ðáñáôçñÞóáìå ôçí åðßäñáóç ôçò èÝóçò ôùí ðüëùí óôçí
åõóôÜèåéá, äßíåôáé ï âÝëôéóôïò ðßíáêáò F ðïõ üðùò åîçãÞèçêå êáé ðñïçãïõìÝíùò
åëá÷éóôïðïéåß ôï êñéôÞñéï êÝñäïõò êáé åðïìÝíùò èá Ý÷ïõìå ìéá âÝëôéóôç óõìðåñéöï-
ñÜ ôïõ óõóôÞìáôïò. ÅðéëÝãåôáé ãéá R = [8] êáé Q = C ′ ∗C üðïõ C = [1 0 0 0].
Ï áëãüñéèìïò ôïõ LQR ôïðïèåôåß ôïõò ðüëïõò ôïõ êëåéóôïý âñü÷ïõ óôá [−12:4303±
14:9165i;−5:3764±0:3240i] ìå ôïí âÝëôéóôï ðßíáêá F [0:4955 0:1776 0:0683 0:0131].
Ðáñáôçñåßôáé óôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá üôé åíþ ïé ôáëáíôþóåéò Ý÷ïõí ìåéùèåß óôá
åëÜ÷éóôá , äåí Ý÷åé åìöáíéóôåß èüñõâïò óôï óýóôçìá êáé Ýôóé óõíåðÜãåôáé üôé ï
áëãüñéèìïò LQR ðáñÜãåé ôçí âÝëôéóôç ôéìÞ ãéá ôïí ðßíáêá F.

Ó÷Þìá 5.11: áðüêñéóç óýóôÞìáôïò ìå ôçí ìÝèïäï LQR
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5.3 Ðåßñáìá ÐáñáôçñçôÞ

Ìå âÜóç ôï èåùñéêü ìÝñïò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ õðïêåöáëáßïõ ãéá ðáñáôçñçôÝò êáô-
Üóôáóçò ðñáãìáôïðïéÞèçêå Ýíá ðåßñáìá ìå óêïðü íá ó÷åäéáóôåß Ýíáò ðáñáôçñçôÞò
êáé íá åðéëå÷ôåß ìå ðåéñáìáôéêÞ ìÝèïäï ç èÝóç ôùí ðüëùí ôïõ áíáëüãùò ôç óõìðå-
ñéöïñÜ êáé ôçí áðüêñéóç ôïõ ðáñáôçñçôÞ. Ãéá ôçí ðñáãìáôïðïßçóç ôïõ ðåéñÜìáôïò
÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï áñ÷åßï simulink\Observer.mdl" ôïõ ðáñáñôÞìáôïò G êáé ãéá
ôïðïèÝôçóç ôùí ðüëùí ôïõ ðáñáôçñçôÞ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ï êþäéêáò \observer.m"

ôïõ ðáñáñôÞìáôïò. Ùò åßóïäïò áíáöïñÜò óôï óýóôçìá åðéëÝ÷ôçêå ìéá çìéôïíïåéäÞò
åßóïäïò ìå ðëÜôïò 3 ìïéñþí êáé óõ÷íüôçôá 5 radsec . Óôçí óõíÝ÷åéá êÜèå öüñá ãéá
êÜèå èÝóç ôùí ðüëùí ôïõ ðáñáôçñçôÞ, óõãêñßíïíôáé ïé ðñáãìáôéêÝò ìåôáâëçôÝò êá-
ôÜóôáóçò x ìå ôéò åêôéìÞóåéò ìåôáâëçôþí êáôÜóôáóçò x̂ ïé üðïéåò åîÜãïíôáé áðü ôïí
ðáñáôçñçôÞ. Ãéá ôï ðñüâëçìá ôïõ Ýëåã÷ïõ ôïõ óõóôÞìáôïò áíåóôñáììÝíïõ åêêñå-
ìïýò ÷ñçóéìïðïéåßôáé áíáôñïöïäüôçóçò êáôÜóôáóçò ìå êÝñäïò F áðü áëãüñéèìï
LQR ôïõ ðñïçãïýìåíïõ õðïêåöáëáßïõ. Ãéá áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôïõ ðáñáôçñçôÞ åðé-
ëÝ÷ôçêå ç êáôÜóôáóç [−6000 − 50000 500000 1000000]T . Ôïíßæåôáé üôé áõôÝò
ïé ôéìÝò åßíáé óôçí ìïíÜäá ôïõ encoders. (ç ìåôáôñïðÞ ôùí ìïíÜäùí áõôþí óå ìïíÜ-
äåò SI Ý÷åé áíáöåñèåß óôï êåöÜëáéï ôñßá). Ãéá ôçí ðéï åýêïëç óýãêñéóç (áíáëõôéêÜ)
÷ñçóéìïðïéïýìå ôéò ìïíÜäåò áõôÝò.

1-ÈÝóç ðüëùí ðáñáôçñçôÞ [±3; 0± 5i]

Ôïíßæåôáé üôé ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôïõ óõóôÞìáôïò ÷ñçóéìïðïéåßôáé áíáôñïöïäüôçóç êá-
ôÜóôáóçò ìå âÝëôéóôï êÝñäïò F áðü LQR, Ýôóé ïé ðüëïé ôïõ êëåéóôïý óõóôÞìáôïò
ôïõ áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò åßíáé [−12:4303± 14:9165i;−5:3764
± 0:3240i]. ¼ðùò öáßíåôáé áðü ôçí èÝóç ôùí ðüëùí ôïõ ðáñáôçñçôÞ, öáßíåôáé üôé
Ý÷ïõìå ôïðïèåôÞóåé ôïõò ðüëïõò Ýôóé þóôå íá Ý÷ïõìå ìéá áóôÜèåéá , áõôü ðáñáôçñåß-
ôáé êáé áðü ôï äéÜãñáììá óýãêñéóçò ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ êáôÜóôáóçò ðïõ ðñïêýðôåé
áðü ôï ðåßñáìá. Öáßíåôáé îåêÜèáñá üôé Ý÷ïõìå áóôáèÞ ðáñáôçñçôÞ.
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéÜò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíßá

Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéáêÞò ôá÷ýôçôáò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôáò
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ìåôáôüðéóçò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ìåôáôüðéóç êáôÜ x

Óýãêñéóç åêôßìçóç ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ôá÷ýôçôá êáôÜ x

2-ÈÝóç ðüëùí ðáñáôçñçôÞ [−3± 1i;−1± 5i]

ÁõôÞí ôçí öüñá ôïðïèåôïýìå ôïõò ðüëïõò ôïõ ðáñáôçñçôÞ êïíôÜ óôï öáíôáóôéêü
Üîïíá, áëëÜ óå áñéóôåñü çìéåðßðåäï, üðùò öáßíåôáé êáé áðü ôá ðáñáêÜôù äéáãñÜì-
ìáôá , ôï óýóôçìá ðáñáôçñçôÞ äåß÷íåé ìéá ó÷åôéêÞ åõóôÜèåéá áëëÜ ôåßíåé íá åßíáé
ðïëý ðéï ìáêñéÜ áðü ôéò ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò ôùí ìåôáâëçôþí êáôÜóôáóçò.
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéÜò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíßá

Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéáêÞò ôá÷ýôçôáò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôáò
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ìåôáôüðéóçò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ìåôáôüðéóç êáôÜ x

Óýãêñéóç åêôßìçóç ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ôá÷ýôçôá êáôÜ x

3-ÈÝóç ðüëùí ðáñáôçñçôÞ [−6± 1i;−3± 5i]

ÁõôÞí ôçí öüñá ôïðïèåôïýìå ôïõò ðüëïõò ôïõ ðáñáôçñçôÞ óôçí èÝóç [−6±1i;−3±
5i]. Óôá ðáñáêÜôù äéáãñÜììáôá ðáñáôçñåßôáé üôé ïé ôáëáíôþóåéò ôïõ ðáñáôçñçôÞ
Ý÷ïõí âåëôéùèåß áëëÜ áêüìá åßíáé ðïëý ìáêñéÜ áðü ôéò ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò ôùí ìå-
ôáâëçôþí êáôÜóôáóçò.
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéÜò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíßá

Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéáêÞò ôá÷ýôçôáò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôáò
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ìåôáôüðéóçò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ìåôáôüðéóç êáôÜ x

Óýãêñéóç åêôßìçóç ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ôá÷ýôçôá êáôÜ x

4-ÈÝóç ðüëùí ðáñáôçñçôÞ [−15± 1i;−12± 5i]

ÁõôÞí ôçí öüñá ôïðïèåôïýìå ôïõò ðüëïõò ôïõ ðáñáôçñçôÞ óôçí èÝóç [−15±1i;−12±
5i]. Óôá ðáñáêÜôù äéáãñÜììáôá ðïõ åîÞ÷èçóáí ðáñáôçñåßôáé üôé ïé ôáëáíôþóåéò ôïõ
ðáñáôçñçôÞ Ý÷ïõí âåëôéùèåß ðïëý ðåñéóóüôåñï óå ó÷Ýóç ìå ðñéí, áëëÜ äåí Ý÷ïõí
ôáõôéóôåß ìå ôéò ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò, öáßíåôáé üôé ï ðáñáôçñçôÞò åßíáé áñãüò. Ôüôå
óôï åðüìåíï âÞìá ôïðïèåôïýíôáé ïé ðüëïé ôïõ ðáñáôçñçôÞ áêüìá ðéï áñéóôåñÜ.
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéÜò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíßá

Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéáêÞò ôá÷ýôçôáò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôáò
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ìåôáôüðéóçò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ìåôáôüðéóç êáôÜ x

Óýãêñéóç åêôßìçóç ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ôá÷ýôçôá êáôÜ x

5-ÈÝóç ðüëùí ðáñáôçñçôÞ [−20± 2i;−16± 5i]

ÁõôÞí ôçí öüñá ôïðïèåôïýìå ôïõò ðüëïõò ôïõ ðáñáôçñçôÞ óôçí èÝóç [−20±2i;−16±
5i], áðü ôá ðáñáêÜôù äéáãñÜììáôá óõìðåñáßíåôáé üôé ïé ôáëáíôþóåéò ôïõ ðáñáôçñçôÞ
Ý÷ïõí âåëôéùèåß ðïëý ðåñéóóüôåñï óå ó÷Ýóç ìå ðñéí, áëëÜ áêüìá äåí Ý÷ïõí ôáõôéóôåß
ìå ôéò ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò, ðáñáôçñåßôáé óáöÝóôáôá üôé ï ðáñáôçñçôÞò åßíáé áêüìá
áñãüò.
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéÜò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíßá

Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéáêÞò ôá÷ýôçôáò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôáò
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ìåôáôüðéóçò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ìåôáôüðéóç êáôÜ x

Óýãêñéóç åêôßìçóç ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ôá÷ýôçôá êáôÜ x

6-ÈÝóç ðüëùí ðáñáôçñçôÞ [−25± 2i;−21± 5i]

ÁõôÞí ôçí öüñá ôïðïèåôïýìå ôïõò ðüëïõò ôïõ ðáñáôçñçôÞ óôçí èÝóç [−25±2i;−21±
5i], áðü ðáñáêÜôù äéáãñÜììáôá ðáñáôçñåßôáé üôé ïé ôáëáíôþóåéò ôïõ ðáñáôçñçôÞ
Ý÷ïõí âåëôéùèåß áëëÜ êáé ï ðáñáôçñçôÞò Ý÷åé ãßíåé ðéï ãñÞãïñïò óå ó÷Ýóç ìå ôçí
ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç. ÁëëÜ áêüìá äåí ðáñïõóéÜæåé ìéá éêáíïðïéçôéêÞ óõìðåñé-
öïñÜ.
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéÜò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíßá

Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéáêÞò ôá÷ýôçôáò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôáò
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ìåôáôüðéóçò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ìåôáôüðéóç êáôÜ x

Óýãêñéóç åêôßìçóç ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ôá÷ýôçôá êáôÜ x

7-ÈÝóç ðüëùí ðáñáôçñçôÞ [−40± 2i;−28± 5i]

ÁõôÞí ôçí öüñá ôïðïèåôïýìå ôïõò ðüëïõò ôïõ ðáñáôçñçôÞ óôçí [−40±2i;−28±5i].
Óôá ðáñáêÜôù äéáãñÜììáôá ðáñáôçñåßôáé üôé ïé ôáëáíôþóåéò ôïõ ðáñáôçñçôÞ Ý÷ïõí
âåëôéùèåß áëëÜ êáé ï ðáñáôçñçôÞò Ý÷åé ãßíåé ðéï ãñÞãïñïò óå ó÷Ýóç ìå ôçí ðñïç-
ãïýìåíç ðåñßðôùóç. Áêüìá üìùò äåí ðáñïõóéÜæåé ìéá éêáíïðïéçôéêÞ óõìðåñéöïñÜ.
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéÜò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíßá
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ìåôáôüðéóçò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ìåôáôüðéóç êáôÜ x

Óýãêñéóç åêôßìçóç ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ôá÷ýôçôá êáôÜ x

8-ÈÝóç ðüëùí ðáñáôçñçôÞ [−60± 2i;−40± 5i]

ÁõôÞí ôçí öüñá ôïðïèåôïýìå ôïõò ðüëïõò ôïõ ðáñáôçñçôÞ óôçí [−60±2i;−40±5i].
Óôá äéáãñÜììáôá ðïõ åîÞ÷èçóáí üôé ïé ôéìÝò åêôéìÞóçò ôïõ ðáñáôçñçôÞ ôåßíïõí íá
ôáõôéóôïýí ìå ôéò ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò, áëëÜ áêüìá ï ðáñáôçñçôÞò åßíáé áñãüò.
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéÜò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíßá

Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéáêÞò ôá÷ýôçôáò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôáò
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ìåôáôüðéóçò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ìåôáôüðéóç êáôÜ x

Óýãêñéóç åêôßìçóç ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ôá÷ýôçôá êáôÜ x

9-ÈÝóç ðüëùí ðáñáôçñçôÞ [−80± 2i;−60± 5i]

ÁõôÞí ôçí öüñá ôïðïèåôïýìå ôïõò ðüëïõò ôïõ ðáñáôçñçôÞ óôçí [−80±2i;−60±5i].
Óôá ðáñáêÜôù äéáãñÜììáôá öáßíåôáé üôé ïé ôéìÝò åêôßìçóçò ôïõ ðáñáôçñçôÞ åßíáé
ðïëý êïíôÜ óôéò ðñáãìáôéêÝò ôéìÝò ìåôáâëçôþí êáôÜóôáóçò áëëÜ áêüìá äåí Ý÷ïõí
ôáõôéóôåß ôåëåßùò.
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéÜò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíßá

Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéáêÞò ôá÷ýôçôáò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôáò



Ðåäßï ×ñüíïõ 91

Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ìåôáôüðéóçò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ìåôáôüðéóç êáôÜ x

Óýãêñéóç åêôßìçóç ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ôá÷ýôçôá êáôÜ x

10-ÈÝóç ðüëùí ðáñáôçñçôÞ [−120± 2i;−90± 5i]

ÁõôÞí ôçí öüñá ôïðïèåôïýìå ôïõò ðüëïõò ôïõ ðáñáôçñçôÞ óôçí [−120±2i;−90±5i].
Áðï ôá ðáñáêÜôù äéáãñÜììáôá óõìðåñáßíåôáé üôé Ý÷ïõìå ó÷åäüí ôáýôéóç, áëëÜ
áêüìá óôïõò üñïõò äåýôåñùí ðáñáãþãùí äåí Ý÷ïõìå ôåëåßùò ôáýôéóç.
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéÜò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíßá

Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéáêÞò ôá÷ýôçôáò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôáò



Ðåäßï ×ñüíïõ 93

Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ìåôáôüðéóçò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ìåôáôüðéóç êáôÜ x

Óýãêñéóç åêôßìçóç ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ôá÷ýôçôá êáôÜ x

11-ÈÝóç ðüëùí ðáñáôçñçôÞ [−130± 2i;−100± 5i]

ÁõôÞí ôçí öüñá ôïðïèåôïýìå ôïõò ðüëïõò ôïõ ðáñáôçñçôÞ óôçí [−130± 2i;−100±
5i] áðü ðáñáêÜôù äéáãñÜììáôá ðáñáôçñåßôáé üôé Ý÷ïõìå ó÷åäüí ôÜõôéóç, åðßóçò
âëÝðïõìå êáé óôïõò ¼ñïõò äåýôåñùí ðáñáãþãùí Ý÷ïõìå áñêåôÜ êáëÞ ôáýôéóç .
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéÜò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíßá

Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéáêÞò ôá÷ýôçôáò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôáò
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ìåôáôüðéóçò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ìåôáôüðéóç êáôÜ x

Óýãêñéóç åêôßìçóç ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ôá÷ýôçôá êáôÜ x

12-ÈÝóç ðüëùí ðáñáôçñçôÞ [−170± 2i;−140± 5i]

ÁõôÞí ôçí öüñá ôïðïèåôïýìå ôïõò ðüëïõò ôïõ ðáñáôçñçôÞ óôçí [−170± 2i;−140±
5i], áðü ôá ðáñáêÜôù äéáãñÜììáôá ðáñáôçñåßôáé üôé Ý÷ïõìå ó÷åäüí ðëÞñç ôáýôéóç,
êáé åðßóçò âëÝðïõìå êáé óôïõò ¼ñïõò äåýôåñùí ðáñáãþãùí Ý÷ïõìå áñêåôÜ êáëÞ
ôáýôéóç .
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéÜò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíßá

Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéáêÞò ôá÷ýôçôáò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôáò
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ìåôáôüðéóçò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ìåôáôüðéóç êáôÜ x

Óýãêñéóç åêôßìçóç ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ôá÷ýôçôá êáôÜ x

13-ÈÝóç ðüëùí ðáñáôçñçôÞ [−230± 2i;−200± 5i]

ÁõôÞí ôçí öüñá ôïðïèåôïýìå ôïõò ðüëïõò ôïõ ðáñáôçñçôÞ óôçí [−230± 2i;−200±
5i], áðü ôá ðáñáêÜôù äéáãñÜììáôá ðáñáôçñåßôáé üôé Ý÷ïõìå ðëÞñç ôáýôéóç, áëëÜ
ðáñáôçñåßôáé üôé ç áñ÷éêÞ õðåñáêïíôéóÞ ôïõ óõóôÞìáôïò ðáñáôçñçôÞ Ý÷åé ìåãáëþóåé,
áõôü åßíáé ç åðéäñÜóç ôïõ èïñýâïõ.
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéÜò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíßá
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ìåôáôüðéóçò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ìåôáôüðéóç êáôÜ x

Óýãêñéóç åêôßìçóç ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ôá÷ýôçôá êáôÜ x

14-ÈÝóç ðüëùí ðáñáôçñçôÞ [−350± 2i;−320± 5i]

ÁõôÞí ôçí öüñá ôïðïèåôïýìå ôïõò ðüëïõò ôïõ ðáñáôçñçôÞ óôçí [−350± 2i;−320±
5i], ïé ïðïßïé åßíáé áñêåôÜ ìáêñßá áðï ôïõò ðüëïõò ôïõ êëåéóôïý óõóôÞìáôïò. Åßíáé
ðñïöáíÝò áðï ôá äéáãñÜììáôá ç åðßäñáóç ôïõ èïñõâïý óôçí áðüêñéóç ôïõ óõóôÞ-
ìáôïò ðáñáôçñçôÞ.
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéÜò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíßá

Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéáêÞò ôá÷ýôçôáò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôáò
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ìåôáôüðéóçò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ìåôáôüðéóç êáôÜ x

Óýãêñéóç åêôßìçóç ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ôá÷ýôçôá êáôÜ x

15-ÈÝóç ðüëùí ðáñáôçñçôÞ [−450± 2i;−420± 5i]

ÁõôÞí ôçí öüñá ôïðïèåôïýìå ôïõò ðüëïõò ôïõ ðáñáôçñçôÞ óôçí [−450± 2i;−420±
5i], ïé ïðïßïé åßíáé ðïëõ ìáêñßá áðï ôïõò ðüëïõò ôïõ êëåéóôïý óõóôÞìáôïò áíåóôñáì-
ìÝíïõ åêêñåìïýò. ðáñáôçñåßôáé ç åðßäñáóç ôïõ èïñýâïõ ðëÝïí åßíáé ðïëõ åìöáíÞò.
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ãùíéÜò ìå ðñáãìáôéêÞ ãùíßá
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Óýãêñéóç åêôßìçóçò ôçò ìåôáôüðéóçò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ìåôáôüðéóç êáôÜ x

Óýãêñéóç åêôßìçóç ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ x ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ôá÷ýôçôá êáôÜ x

Óõìðåñáßíåôáé ãåíéêÜ üôé ç åýñåóç ìéáò êáëÞò èÝóçò ãéá ðüëïõò ôïõ ðáñáôçñçôÞ
åßíáé Ýíá åíäéáöÝñïí èÝìá, áðü ôçí ìéá ðñÝðåé ç èÝóç áõôÞ íá åßíáé áñêåôÜ ìáêñéÜ áðü
ôçí èÝóç ôïõ óõóôÞìáôïò, Ýôóé þóôå ôï óýóôçìá ðáñáôçñçôÞ íá åßíáé ãñÞãïñï êáé
ôï äéÜíõóìá åêôßìçóçò êáôÜóôáóçò (áðü ðáñáôçñçôÞ) íá óõãêëßíåé êáé íá ôáõôéóôåß
ìå ôï ðñáãìáôéêü äéÜíõóìá êáôÜóôáóçò ôïõ óõóôÞìáôïò, áðü ôçí Üëëç áõôÞ ç èÝóç
äåí ðñÝðåé íá åßíáé ðÜñá ðïëý ìáêñéÜ áðü ôïõò ðüëïõò ôïõ óõóôÞìáôïò êëåéóôïý
âñü÷ïõ, ãéá íá áðïöýãïõìå ôçí åìöÜíéóç ôïõ èïñýâïõ óôï óýóôçìá ðáñáôçñçôÞ.
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5.4 Óýãêñéóç ôïõ ÃñáììéêïðïéçìÝíï ÓõóôÞìáôïò

ìå Ðñáãìáôéêü Óýóôçìá

Ìå óêïðü ôçí óýãêñéóç ôï ãñáììéêïðïéçìÝíï ìïíôÝëï óõóôÞìáôïò ìáò ìå ôï ðñ-
áãìáôéêü áíåóôñáììÝíï åêêñåìÝò, ðñáãìáôïðïéÞèçêå ôï ðáñáêÜôù ðåßñáìá, óôï
üðïéï ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ôï áñ÷åßï \linearcompare.mdl". Óôï áñ÷åßï \linearcom-
pare.mdl" ôïðïèåôÞèçêå ôï ãñáììéêïðïéçìÝíï èåùñçôéêü ìïíôÝëï ôïõ óõóôÞìáôïò
áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò ôï üðïéï Ý÷åé áíáöåñèåß óôï êåöÜëáéï ôñßá. Åðßóçò óôï
èåùñçôéêü ìïíôÝëï ôïðïèåôçèÞêáí êáé ôá êÝñäç ôùí encoders. Óôï áñ÷åßï \lin-
earcompare.mdl" åðßóçò õðÜñ÷åé block óýíäåóçò ìå ôï ðñáãìáôéêü áíåóôñáììÝíï
åêêñåìÝò. Óôçí óõíå÷åßá ãéá Ýëåã÷ï ôïõ óõóôÞìáôïò (èåùñçôéêïý êáé ðñáãìáôéêïý)
÷ñçóéìïðïéÞèçêå áíáôñïöïäüôçóç êáôÜóôáóçò ìå ôá êÝñäç áðü ìÝèïäï LQR , üðïõ
Ý÷ïõí áíáöåñèåß óôá ðñïçãïýìåíá õðïêåöÜëáéá. Óôï óýóôçìá êëåéóôü âñü÷ïõ(
èåùñçôéêïý êáé ðñáãìáôéêïý) åéóÜãåôáé ìéá âçìáôéêÞò ìïñöÞò ìå äõï îå÷ùñéóôÜ
âÞìáôá, ôï ðñþôï âÞìá Ý÷åé ðëÜôïò 0.5 ìïßñåò (êïíôÜ óôï óçìåßï éóïññïðßáò)ìå
äéÜñêåéá 6 äåõôåñüëåðôá, óôçí óõíÝ÷åéá êÜèå öüñá ñõèìßæåôáé ôï äåýôåñï âÞìá ìå
Ýíá ðëÜôïò, îåêéíþíôáò áðü 1.5 ìïßñåò Ýùò 6 ìïßñåò. Ôá áíôßóôïé÷á äéáãñÜììáôá
ðáñïõóéÜæïíôáé óôï ðáñáêÜôù:

ÂçìáôéêÞ åßóïäïò ìå ðëÜôïò 0.5 êáé 1 ìïéñþí
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ÂçìáôéêÞ åßóïäïò ìå ðëÜôïò 0.5 êáé 2 ìïéñþí

ÂçìáôéêÞ åßóïäïò ìå ðëÜôïò 0.5 êáé 3 ìïéñþí
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ÂçìáôéêÞ åßóïäïò ìå ðëÜôïò 0.5 êáé 4 ìïéñþí

ÂçìáôéêÞ åßóïäïò ìå ðëÜôïò 0.5 êáé 5 ìïéñþí
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ÂçìáôéêÞ åßóïäïò ìå ðëÜôïò 0.5 êáé 6 ìïéñþí

Ðáñáôçñåßôáé óôï óçìåßï 0.5 (êïíôÜ óôï óçìåßï éóïññïðßáò) ôï óöÜëìá áðüêñéóçò
ìåôáîý èåùñçôéêïý ìïíôÝëïõ êáé ôï ðñáãìáôéêïý åßíáé åëÜ÷éóôá, åíþ üóï áðïìáêñõ-
íüìáóôå áðü ôï óçìåßï éóïññïðßáò áõôü ôï óöÜëìá áõîÜíåôáé ôï üðïéï ðñïöáíþò
åßíáé ç åðßäñáóç ôùí ìç-ãñáììéêþí üñùí ôïõ óõóôÞìáôïò áíåóôñáììÝíïõ åêêñå-
ìïýò. Åðßóçò ðáñáôçñåßôáé üôé ôï óöÜëìá ìüíéìçò êáôÜóôáóçò (ðñáãìáôéêïý êáé
èåùñçôéêïý) üóï áðïìáêñõíüìáóôå áðü ôï óçìåßï éóïññïðßáò áõîÜíåôáé , ç áýîçóç
áõôÞ åßíáé ëüãï ôïõ üôé Ý÷ïõìå ó÷åäéÜóåé Ýíá ãñáììéêü åëåãêôÞ ãéá Ýíá ìç-ãñáììéêü
óýóôçìá, Ýôóé ðñïöáíþò üóï áðïìáêñõíüìáóôå áðü óçìåßï éóïññïðßáò ôï óöÜëìá
ôïõ åëåãêôÞ ìáò áõîÜíåôáé.
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ÐáñÜñôçìá A

plant.m

%plant.m

%% INITIALIZE

% The following user-specified values vary with plant configuration

mw1=.110; % Mass of Donut weights, set = zero if weights not used (kg)

mw2=1.00; % Balance mass (kg)

lw=-0.1084; % Signed distance from pivot to c.g. of balance mass (m)

% Misc data required for other scripts � Change As Appropriate

ts=0.00442; % Sampling time (s)

R=[8]; % control weighting for lqr design used in lq function

C=[1,0,0,0]; % C vector in state-space model (output is angle)

Q=C'*C; % Q matrix for lqr design used in lq function

% Fixed values:

g=9.807; %(m/s^2)

lo=0.330; %pendulum rod length (m)

lco= 0.0711; %lc when mw2=0 (m)

m1o=.103; % Mass of sliding rod without donut weights (kg)

m2o=0.785; % Mass of pendulum assembly minus m1 and minus balance mass (kg)

Jos=.0246; %Polar moment of inertia

% about the pivot of pend ass'y minus

%sliding rod and balance weight (kg-m^2)

% Scale factors of hardware (sensors and actuator and digital controller)

kx=1571418.5; % Sliding rod scale factor (encoder counts/m)

ka=74477; % Angle encoder scale factor (encoder counts/radian)

kf=0.0013; % Combined DAC amplifier scale factor (N/increment of DAC)

ks=32; % Controller card firmware scale factor (increments/increments)

% Derived values

m1=m1o+mw1; m2=m2o+mw2;

lc=(m2o*lco+mw2*lw)/m2; %cg of the pendulum

%assembly minus the sliding rod(m)

109
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Joe=Jos+m1*lo^2+mw2*lw^2; %Polar moment of

%inertia of complete pend ass'y about the pivot (kg-m^2)

Js=Jos+mw2*lw^2; %This is J*(=Joe-m1*lo^2)

%in the theory section (kg m^2)

%% BUILD PLANTS

% Use The Following For Plant in The State Space Form:

% x = [angle; angular velocity; position; velocity]

% xdot = Ax + Bu;

% y = Cx

% For system in SI units use the following:

%a1=[0,1,0,0];

%a2=[m2*lc*g/Js,0,m1*g/Js,0];

%a3=[0,0,0,1];

%a4=[(Js-m2*lc*lo)*g/Js,0,-m1*lo*g/Js,0];

%B=[0;-lo;0;(Js+m1*lo^2)/m1]/Js;

%For prefilter gain, kpf, in lqr synthesis

%kpf1=-(m1*g);

%kpf2=-(m1*lo+m2*lc)/m1;

% For system in units of controller counts use...

a1=[0,1,0,0];

a2=[m2*lc*g/Js,0,m1*g/Js*ka/kx,0];

a3=[0,0,0,1];

a4=[(Js-m2*lc*lo)*g/Js*kx/ka,0,-m1*lo*g/Js,0];

B=[0;-lo*ka;0;(Js+m1*lo^2)/m1*kx]*ks*kf/Js;

%For kpf in lqr synthesis

kpf1=-(m1*g)/ka/kf/ks; kpf2=-kx*(m1*lo+m2*lc)/m1/ka;

% The following are common to both forms

A=[a1;a2;a3;a4];

C=eye(4);

% For The Transfer Function theta(s)/F(s) = Na(s)/D(s), Use:

% For Na in SI units use...

%Na =(lo/Js)*[-1 0 g/lo];

% For Na in units of controller counts use...

Na = ka*ks*kf*(lo/Js)*[-1 0 g/lo]; D = [1 0 (m1*lo-m2*lc)*g/Js 0

-m1*g^2/Js];

% For The Transfer Function x(s)/F(s) = Nx(s)/D(s), Use:

% For Nx in SI units use...

%Nx =(1/m1/Js)*[Joe 0 -(m1*lo+m2*lc)*g];

% For Nx in units of controller counts use...

Nx = kx*ks*kf*(1/m1/Js)*[Joe 0 -(m1*lo+m2*lc)*g]; D = [1 0

(m1*lo-m2*lc)*g/Js 0 -m1*g^2/Js];

% For The Transfer Function theta(s)/x(s) = Nax(s)/Dax(s), Use:

% For Nax in SI units use...
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% Nax=m1*lo/Joe*[-1 0 g/lo];

% For Nax in units of controller counts use...

Nax=ka/kx*m1*lo/Joe*[-1 0 g/lo]; Dax=[1 0 -(m1*lo+m2*lc)*g/Joe];
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ÐáñÜñôçìá B

bode.mdl

Ó÷Þìá B.1: bode.mdl
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ÐáñÜñôçìá C

�ndbode.m

handles.t = 0:0.05:5; handles.gaincounter = 1;

if (exist('model-new.mat','file') ~= 0)

load model-new.mat;

s = tf('s');

handles.sys = calculatedtf/s;

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

filelist1 = dir('test*.mat');

Numberofdatafiles = length(filelist1);

for q=1:Numberofdatafiles

shahab=load(filelist1(q).name);

NAMES = fieldnames(shahab);

EXT = '.dat';

for i = 1:length(NAMES)

cNAME = NAMES{i};

DATA = getField(shahab,cNAME);

FILEname = sprintf('%s%s',cNAME,EXT);

save(FILEname,'DATA','-ascii');

end

end

filelist = dir('test*.dat');
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Numberofdatafiles = length(filelist); for j=1:Numberofdatafiles

data=load(filelist(j).name);

i=str2num(filelist(j).name(5:end-3));

tests(i).name=filelist(i).name;

tests(i).inputfreq=data(1,3);

tests(i).samplefreq=data(1,4);

tests(i).input=data(2:end,1);

tests(i).theta=(data(2:end,2));

tests(i).time=(1:length(tests(i).theta))/tests(i).samplefreq;

tests(i).angle=tests(i).time*2*pi*tests(i).inputfreq;

end for i = 1:Numberofdatafiles

ifreq(1,i) = tests(i).inputfreq;

end

minFreq = 2*pi*min(ifreq); maxFreq = 2*pi*max(ifreq); disp('Number

of data files:') disp(num2str(Numberofdatafiles)) disp('Minimum

Input Frequency:') disp(num2str(minFreq)) disp('rad/sec')

disp('Maximum Input Frequency:') disp(num2str(maxFreq))

disp('rad/sec')

%% bode

magnitude=zeros(1,length(tests)); phase=zeros(1,length(tests));

frequency=zeros(1,length(tests));

for i=1:length(tests)

samples_per_period=(tests(i).samplefreq/tests(i).inputfreq);

periods=floor(length(tests(i).input)/samples_per_period);

w_start=min(20,ceil(0.1*periods));

w_end=max(w_start+5,floor(0.8*periods));

window=(floor(w_start*samples_per_period)...

:floor(w_end*samples_per_period));

tests(i).window=window;

tests(i).theta_trend=filtfilt(ones(1,round(samples_per_period))...

/round(samples_per_period),1,tests(i).theta);

tests(i).filtered_theta=tests(i).theta-tests(i).theta_trend;

tests(i).filtered_theta=...

filtfilt(ones(1,10)*1/10,1,tests(i).filtered_theta);

tests(i).filtered_theta=tests(i).filtered_theta;

tests(i).input_rms=sqrt(mean(tests(i).input.^2));

tests(i).filtered_theta_rms=sqrt(mean(tests(i).filtered_theta.^2));

tests(i).crossprod_rms=mean(tests(i).filtered_theta.*tests(i).input);
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tests(i).cosf=...

tests(i).crossprod_rms/(tests(i).input_rms*tests(i).filtered_theta_rms);

tests(i).magnitude=((tests(i).filtered_theta_rms/tests(i).input_rms));

tests(i).phase=rad2deg(-acos(tests(i).cosf));

magnitude(i)=tests(i).magnitude;

phase(i)=tests(i).phase;

frequency(i)=tests(i).inputfreq;

end magnitudedb = mag2db(magnitude); wfrequency = 2*pi*frequency;

figure(1)

%subplot(2,1,1)

semilogx(wfrequency, magnitudedb,'.b') axis([min(wfrequency)

max(wfrequency)+10 (min(magnitudedb)-30) (max(magnitudedb) + 30)])

grid xlabel('Frequency (rad/sec)') ylabel('Magnitude (dB)')

%

figure(2)

%subplot(2,1,2)

semilogx(2*pi*frequency,phase,'.b') axis([min(wfrequency)

max(wfrequency)+10 -200 200])

hold on plot([min(2*pi*frequency) max(2*pi*frequency)],[180

180],'g')

plot([min(2*pi*frequency) max(2*pi*frequency)],[-180

-180],'g')

grid xlabel('Frequency (rad/sec)') ylabel('Phase Angle (degrees)')
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ÐáñÜñôçìá D

roott.mdl

Ó÷Þìá D.1: roott.mdl
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ÐáñÜñôçìá E

PIDD.mdl

Ó÷Þìá E.1: PIDD.mdl
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ÐáñÜñôçìá F

state-feedback.mdl

Ó÷Þìá F.1: state-feedback.mdl
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ÐáñÜñôçìá G

statefeedback.m

mw1=.110;

mw2=1.00;

lw=-0.1084;

g=9.807;

lo=0.330;

lco= 0.0711;

m1o=.103;

m2o=0.785;

Jos=0.019;

m1=m1o+mw1;

m2=m2o+mw2;

lc=(m2o*lco+mw2*lw)/m2;

Joe=Jos+m1*lo^2+mw2*lw^2;

Js=Jos+mw2*lw^2;

kx=49106; ka=2327.4; kf=0.0013; ks=32;

%% BUILD PLANTS

% x = [angle; angular velocity; position; velocity]

% xdot = Ax + Bu;

% y = Cx

a1=[0,1,0,0]; a2=[m2*lc*g/Js,0,m1*g/Js*ka/kx,0]; a3=[0,0,0,1];

a4=[(Js-m2*lc*lo)*g/Js*kx/ka,0,-m1*lo*g/Js,0];

B=[0;-lo*ka;0;(Js+m1*lo^2)/m1*kx]*ks*kf/Js; A=[a1;a2;a3;a4];

C=eye(4); D=[0;0;0;0];

c=[1 0 0 0;0 0 1 0]; %dinei theta kai X

P=[-4.0156-5.0723i,-4.0156+5.0723i,-5.5281-1.6553i,-5.5281+1.6553i];

F=acker(A,B,P);

125



126 ÊåöÜëáéï 6



ÐáñÜñôçìá H

lq.m

mw1=.110;

mw2=1.00;

lw=-0.1084;

ts=0.00442;

g=9.807;

lo=0.330;

lco= 0.0711;

m1o=.103;

m2o=0.785;

Jos=0.019;

kx=49106;

ka=2327.4;

kf=0.0013;

ks=32;

m1=m1o+mw1;

m2=m2o+mw2;

lc=(m2o*lco+mw2*lw)/m2;

Joe=Jos+m1*lo^2+mw2*lw^2;

Js=Jos+mw2*lw^2;

a1=[0,1,0,0];

a2=[m2*lc*g/Js,0,m1*g/Js*ka/kx,0];

a3=[0,0,0,1];

a4=[(Js-m2*lc*lo)*g/Js*kx/ka,0,-m1*lo*g/Js,0];

B=[0;-lo*ka;0;(Js+m1*lo^2)/m1*kx]*ks*kf/Js;

kpf1=-(m1*g)/ka/kf/ks;

kpf2=-kx*(m1*lo+m2*lc)/m1/ka;

A=[a1;a2;a3;a4];

R=[8];

CC=[1,0,0,0];

Q=CC'*CC;
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n=length(R);

t=0:.01:2;

for i=1:n,

[k(i,:),s]=lqr(A,B,Q,R(i));

Ac=A-B*k(i,:);

[waux,zaux]=damp(Ac);

w(i,:)=waux';

z(i,:)=zaux';

Pcl(i,:)=eig(Ac)'

kpf(i)=kpf1+k(i,1)+kpf2*k(i,3);

stepcl(:,i)=kpf(i)*step(Ac,B,[1 0

0 0],0,1,t); end;

kd= k;

kd(:,[2,4])=kd(:,[2,4])/ts;

plot(t,stepcl) legend('R=8')

F=k(1,:);
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Observer.mdl

Ó÷Þìá I.1: Observer.mdl
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ÐáñÜñôçìá J

observer.m

mw1=.110;

mw2=1.00;

lw=-0.1084;% gia plant 2

g=9.807;

lo=0.330;

lco= 0.0711;

m1o=.103;

m2o=0.785;

Jos=0.0196043;

m1=m1o+mw1;

m2=m2o+mw2;

lc=(m2o*lco+mw2*lw)/m2;

Joe=Jos+m1*lo^2+mw2*lw^2;

Js=Jos+mw2*lw^2;

kx=49106;

ka=2327.4;

kf=0.0013;

ks=32;

%% BUILD PLANTS

a1=[0,1,0,0];

a2=[m2*lc*g/Js,0,m1*g/Js,0];

a3=[0,0,0,1];

a4=[(Js-m2*lc*lo)*g/Js,0,-m1*lo*g/Js,0];

B=[0;-lo*ka;0;(Js+m1*lo^2)/m1*kx]*ks*kf/Js;

A=[a1;a2;a3;a4];

C=eye(4);

D=[0;0;0;0];

c=[1 0 0 0;0 0 1 0];

%% Design State Feedback Gains with LQR

R=[8];
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CC= [1,0,0,0];

Q=CC'*CC;

n=length(R);

t=0:.01:2;

for i=1:n,

[k(i,:),s]=lqr(A,B,Q,R(i));

Ac=A-B*k(i,:);

[waux,zaux]=damp(Ac);

w(i,:)=waux';

z(i,:)=zaux';

Pcl(i,:)=eig(Ac)'

kpf(i)=kpf1+k(i,1)+kpf2*k(i,3);

stepcl(:,i)=kpf(i)*step(Ac,B,[1 0

0 0],0,1,t);

end;

F=k(1,:);

%% Design Observer Full

PP=[-230-2i,-230+2i,-200-5i,-200+5i];

KP=place(A',c',PP);

kp=KP';

D=A-kp*c;
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Linearcompare.mdl

Ó÷Þìá K.1: Linearcompare.mdl
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Ó÷Þìá K.2: linear model inverted pendulum
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ÅñãáóôçñéáêÞ ¢óêçóç

Áíôéóôñïöü ÄéÜãñáììá BODE

Ðåñéå÷üìåíá

1 ÅéóáãùãÞ i

1.1 Óêïðüò . . . . . . . . . . . . . . . . i
1.2 ÐåéñáìáôéêÞ ÄéÜôáîç . . . . . . . . . i
1.3 Äéáäéêáóßá ôçò ÅñãáóôçñéáêÞò

¢óêçóçò . . . . . . . . . . . . . . . . i

2 ÂáóéêÝò Ýííïéåò ii
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2.1 ÄéáãñÜììáôá áðüêñéóçò óõ÷íüôçôáò ii
2.2 Áíôéóôñüöï ÄéáãñÜììáôïò Bode . . iii

1. ÅéóáãùãÞ

1.1. Óêïðüò

Óêïðüò ôçò åñãáóôçñéáêÞò Üóêçóçò åßíáé ç
åîïéêåßùóç ôùí öïéôçôþí ìå ôçí ìÝèïäï áíÜëõóçò
ôùí óõóôçìÜôùí óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò
êáé åéäéêüôåñá ìå ôçí ìÝèïäï \áíôßóôñïöï
äéáãñÜììáôïò bode" :

• ôé åßíáé ôï \ äéÜãñáììá áðüêñéóçò óõ÷íüôçôáò"

• ôé åßíáé ôï äéÜãñáììá bode

• ðùò ó÷åäßáæåôáé ôï áíôßóôñïöï äéáãñÜììáôïò
bode

1.2. ÐåéñáìáôéêÞ ÄéÜôáîç

Ãéá ôï óêïðü ôçò åñãáóôçñéáêÞò áõôÞò Üóêçóçò
èá ÷ñçóéìïðïéçèåß \áíåóôñáììÝíï åêêñåìÝò" (In-
verted Pendulum Model 505 - ECP). Ï ìç÷áíéóìüò
áõôüò äéáèÝôåé äõï âáèìïýò åëåõèåñßáò (ìéá
ðåñéóôñïöéêÞ Üñèñùóç ç üðïéá ÷áñáêôçñßæåôáé áðü
ôçí ãùíßá è êáé ìéá ðñéóìáôéêÞ Üñèñùóç ìå
ìåôáâëçôÞ ôçò ìåôáôüðéóçò x), åê ôùí ïðïßùí
ìïíü ç ðñéóìáôéêÞ Üñèñùóç åíåñãïðïéåßôáé áðü Ýíáí
êéíçôÞñá óõíå÷ïýò (DC motor), üðùò öáßíåôáé êáé
óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá.

1. Inverted pendulum model 505-ECP

1.3. Äéáäéêáóßá ôçò ÅñãáóôçñéáêÞò
¢óêçóçò

Ðñéí åêôåëåóôåß ôï ðåéñáìáôéêü ìÝñïò ôçò
åñãáóôçñéáêÞò Üóêçóçò, äßíåôáé ìéá óýíôïìç
ðåñéãñáöÞ ôïõ óõóôÞìáôïò áíåóôñáììÝíïõ
åêêñåìïýò êáé óôçí óõíå÷åßá äßíåôáé ìéá èåùñçôéêÞ
áðÜíôçóç óôá ðáñáðÜíù åñùôÞìáôá, Ýôóé äßíåôáé
Ýíá êÜëï õðüâáèñï óôïõò öïéôçôÝò þóôå íá
ãßíåé ðéï êáôáíïçôü ôï ðåéñáìáôéêü ìÝñïò
ôïõ åñãáóôçñéïý. Ãéá ðñáãìáôïðïßçóç ôïõ
ðåéñáìáôéêïý ìÝñïò, ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï óýóôçìá
áíåóôñáììÝíï åêêñåìÝò êáé ìå ôçí ÷ñÞóç ôïõ
ëïãéóìéêïý Ìatlabr åéóÜãåôáé êÜèå öüñá ìéá
çìéôïíïåéäÞ åßóïäï ìå ìéá äéáöïñéêÞ óõ÷íüôçôá
óôï óýóôçìá êëåéóôïý âñü÷ïõ ôïõ áíåóôñáììÝíïõ
åêêñåìïýò, îåêéíþíôáò áðü ìéá ÷áìçëÞ óõ÷íüôçôá
Ýùò ìéá øÞëç óõ÷íüôçôá. Óôçí óõíå÷åßá ìå
÷ñÞóç ôïõ ëïãéóìïý Ìatlabr ó÷åäéÜæïíôáé ôá
äéáãñÜììáôá ðëÜôïõò êáé öÜóçò, êáé ìåôÜ ôçí
áíÜëõóç ôùí äéáãñáììÜôùí åêôéìåßôáé ç óõíÜñôçóç
êëåéóôïý âñü÷ïõ ôïõ óõóôÞìáôïò êáé ìå âÜóç ôçò
óõíÜñôçóçò áõôÞò åîÜãåôáé ç óõíÜñôçóç áíïé÷ôïý



âñü÷ïõ ôïõ áíåóôñáììÝíïõ åêêñåìïýò.
Ç åñãáóôçñéáêÞ Üóêçóç åêôåëåßôáé óôï

åñãáóôÞñéï áõôïìÜôïõ åëÝã÷ïõ ôçò Ó÷ïëÞò
Ìç÷áíïëïãþí Ìç÷áíéêùí1.

2. ÂáóéêÝò Ýííïéåò

2.0.1. ÅéóáãùãÞ. Óôçí ðáñïýóá åñãáóôçñéáêÞ
Üóêçóç èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí áðüêñéóç åíüò
óõóôÞìáôïò üôáí ç åßóïäïò ôïõ äéåãåßñåôáé áðü Ýíá
çìéôïíïåéäÝò óÞìá äüêéìçò. Èá äéáðéóôþóïõìå üôé
ç ÷ñïíéêÞ áðüêñéóç åíüò ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò óå
Ýíá çìéôïíïåéäÝò óÞìá åéóüäïõ, åßíáé Ýíá åðßóçò
çìéôïíïåéäÝò óÞìá ôïõ ïðïßïõ ç óõ÷íüôçôá åßíáé
ç ßäéá ìå ôçí óõ÷íüôçôá ôïõ óÞìáôïò åéóüäïõ.
Åíôïýôïéò, ôï ðëÜôïò êáé ç öÜóç ôïõ óÞìáôïò
åîüäïõ äéáöÝñïõí áðü ôá áíôßóôïé÷á ìåãÝèç ôïõ
óÞìáôïò åéóüäïõ êáé ç äéÜöïñá áõôÞ áðïôåëåß ìéá
óõíÜñôçóç ôçò óõ÷íüôçôáò åéóüäïõ.

Ïñéóìüò. Ç áðüêñéóç óõ÷íüôçôáò 2 åíüò
óõóôÞìáôïò ïñßæåôáé ùò ç áðüêñéóç ôïõ
óõóôÞìáôïò áõôïý óôçí ìüíéìç êáôÜóôáóç
éóïññïðßáò ôïõ üôáí ç åßóïäïò ôïõ äéåãåßñåôáé áðü
Ýíá çìéôïíïåéäÝò óÞìá. Ôá óÞìáôá ðïõ ðáñÜãåé
ôï óýóôçìá, êáèþò åðßóçò êáé äéÜöïñá Üëëá
åíäéÜìåóá óÞìáôá ðïõ åìöáíßæïíôáé óå ôìÞìáôá
ôïõ ßäéïõ óõóôÞìáôïò, äéáôçñïýí ôçí çìéôïíïåéäÞ
ìïñöÞ óôçí ìüíéìç êáôÜóôáóç éóïññïðßáò. Ç
äéáöïñÜ ôùí óçìÜôùí áõôþí ìå ôï áíôßóôïé÷ï óÞìá
åéóüäïõ, åíôïðßæåôáé óôï ðëÜôïò êáé óôçí öÜóç.

¸óôù üôé ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò ôïõ ÷ñïíéêÜ-
áìåôÜâëçôïõ ãñáììéêïý óõóôÞìáôïò åßíáé ëüãïò
äõï ðïëõþíõìùí ôïõ s :

G(s) =
m(s)

q(s)
=

m(s)

∏n
i=1(s+pi)

(1)

üðïõ ôï pi áíôéóôïé÷åß óôïõò äéáêåêñéìÝíïõò
ðüëïõò ôïõ óõóôÞìáôïò.

¸óôù üôé åéóÜãåôáé óôï óýóôçìá Ýíá
çìéôïíïçäÝò óÞìá åéóüäïõ ôçò ìïñöÞò:

r(t) =Asin!t (2)

Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôïõ óÞìáôïò åéóüäïõ
åßíáé:

R(s) =
A!

s2 +!2 (3)

¸ôóé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò åîüäïõ åßíáé:

Y (s) =G(s)R(s) =
m(s)

∏n
i=1(s+pi)

R(s) (4)

1http://www.csl.ntua.gr/
2frequency response

Õðïëïãßæïíôáò ôï áíôßóôïé÷ï áíÜðôõãìá óå ìåñéêÜ
êëÜóìáôá Ý÷ïõìå:

Y (s) =
k1

s+p1
+ : : :+

kn

s+pn
+

�s+�

s2 +!2 (5)

ËáìâÜíïíôáò ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace Ý÷ïõìå:

y(t) = k1e
−P1t+ : : :+kne

−Pnt+L −1
{
�s+�

s2 +!2

}

(6)

¼ðïõ � êáé � åßíáé óôáèåñÝò ïé üðïéåò
ðñïóäéïñßæïíôáé áðü ôï ðñüâëçìá. Áí ôï
áíôßóôïé÷ï óýóôçìá åßíáé åõóôáèÝò, üëïé Pi
ôïõ óõóôÞìáôïò èá Ý÷ïõí áñíçôéêÜ, ìç ìçäåíéêÜ
ðñáãìáôéêÜ ìÝñç êáé åðéðëÝïí èá éó÷ýåé:

lim
t→∞

y(t) = lim
t→∞

L −1
{
�s+�

s2 +!2

}
(7)

Åöüóïí üëïé ïé åêèåôéêïß üñïé ôçò ìïñöÞò
kie
−Pit ôåßíïõí óôï ìçäÝí êáèþò ï ÷ñüíïò ôåßíåé

óôï Üðåéñï (t → ∞). ¸ôóé, ç ïñéáêÞ ôéìÞ ôçò
áðüêñéóçò ôïõ óõóôÞìáôïò y(t) ãéá t → ∞ (óôçí
ìüíéìç êáôÜóôáóç éóïññïðßáò) èá åßíáé:

y(t) = L −1

[
�s+�

s2 +!2

]

=
1
!

∣∣∣∣∣A!G(j!)

∣∣∣∣∣sin(!t+�)

=A|G(j!)| sin(!t+�) (8)

¼ðïõ �= ∠G(j!).
ÅðïìÝíùò ôï óÞìá åîüäïõ ôïõ óõóôÞìáôïò óôç

ìüíéìç êáôÜóôáóç éóïññïðßáò èá åîáñôÜôáé ìüíï
áðü ôï ðëÜôïò êáé ôçí öÜóç ôçò óõíÜñôçóçò G(j!)
ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç óõ÷íüôçôá ! . Óçìåéþíåôáé
áõóôçñÜ üôé ç ðáñáðÜíù áðüêñéóç óõóôÞìáôïò (åî.
8), éó÷ýåé ìüíïí ãéá åõóôáèÞ óõóôÞìáôá.

Ðáñáôçñåßôáé üôé üôáí Ýíá åõóôáèÝò ãñáììéêü
÷ñïíéêÜ áìåôáâëçôü óýóôçìá õðïâëçèåß óå ìéá
çìéôïíïåéäÞ åßóïäï, ç Ýîïäïò ôïõ óýóôçìáôïò óôçí
ìüíéìç êáôÜóôáóç èá åßíáé çìéôïíïåéäÞò, ìå ôçí ßäéá
óõ÷íüôçôá ôçò åßóïäïõ êáé ìå äéáöïñÜ óôï ðëÜôïò
êáé öÜóç áðü ôá áíôßóôïé÷á ìåãÝèç ôïõ óÞìáôïò
åéóüäïõ.

2.1. ÄéáãñÜììáôá áðüêñéóçò óõ÷íüôçôáò

Ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò G(s) åíüò óõóôÞìáôïò
ìðïñåß íá ðáñáóôáèåß óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ìå
ôçí áêüëïõèç ó÷Ýóç:

G(j!) =G(s)
∣∣
s=j!

=R(!)+ jX(!) (9)



¼ðïõ:

R(!) =Re[G(j!)]; êáé X(!) = Im[G(j!)]

Åðßóçò ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò ìðïñåß íá
ãñáöåß Ýùò åîÞò:

G(j!) = |G(j!)|ej�(j!) = |G(!)|∠�(!) (10)

¼ðïõ :

�(!)= tan−1X(!)

R(!)
; êáé |G(!)|2 = [R(!)]2+[X(!)]2

(11)
Áí ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò G(s) åßíáé:

G(s) =K
∏m
i=1(s+zi)

∏n
i=1(s+pk)

(12)

Ôüôå:

arg{G(j!)}=Arg{K}+
m

∑
i=1

Arg{j!+zi}

−
n

∑
k=1

Arg{j!+pk} (13)

ìå

Arg{K}=
{
−180 åÜí K < 0

0 åÜí K > 0

ÐáñáôÞñçóç. ÅÜí åßíáé ãíþóôåò ïé óõíáñôÞóåéò
|G(j!)|; arg[G(j!)], ç áðüêñéóç ôïõ óõóôÞìáôïò
óå âçìáôéêÞ äéÝãåñóç ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóôåß áðü
ôïí áíôßóôñïöï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace Ýùò åîÞò:

y(t) =
2
�

∫ ∞

0

R(!)

!
sin(!t)d! (14)

¼ðïõ:

R(!) = |G(j!)|:cos{arg[G(j!)]} (15)

Ç ãñáöéêÞ áðåéêüíéóç ôçò óõìðåñéöïñÜò
åíüò óõóôÞìáôïò óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ìå
ôçí âïÞèåéá ôçò óõíÜñôçóçò áðüêñéóçò G(j!)
åðéôõã÷Üíåôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí åîßóùóç 10.
¸ôóé áí ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò åíüò óõóôÞìáôïò
óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò íá äßíåôáé ìå ôçí ìïñöÞ
G(j!) = |G(!)ej�(!), ï ëïãÜñéèìïò ôçò áíôßóôïé÷çò
óõíÜñôçóçò ôïõ ìÝôñïõ, ï ïðïßïò ëáìâÜíåôáé
óõíÞèùò äåêáäéêüò , ìáò äßíåé:

ëïãáñéèìéêü êÝñäïò (!) = 20log10 |G(!)| (16)

¼ðïõ ïé áíôßóôïé÷åò ìïíÜäåò åßíáé óå decibel(dB).
¸ôóé ãéá óõíÜñôçóç öÜóçò Ý÷ïõìå:

�(!) = arg[G(j!)] (17)

¸ôóé Ýíá ðëÞñåò äéÜãñáììá Bode áðïôåëåßôáé áðü
Ýíá äéÜãñáììá ôïõ ëïãÜñéèìïõ ôïõ ìÝôñïõ óå dB
óõíáñôÞóåé ôçò óõ÷íüôçôáò ! óå Ýíá îå÷ùñéóôü
æåýãïò áîüíùí êáé Ýíá äåýôåñï äéÜãñáììá, óôï
ïðïßï áðåéêïíßæåôáé ç óõíÜñôçóç ôçò öÜóçò Φ(!)
óõíáñôÞóåé êáé ðÜëé ôçò óõ÷íüôçôáò ! óå Ýíá Üëëï
æåýãïò áîüíùí.

2.2. Áíôéóôñüöï ÄéáãñÜììáôïò Bode

¼ðùò áíáöÝñèçêå êáé ðñïçãïõìÝíùò üôáí
åéóÜãåôáé ìéá çìéôïíïåéäÞò åßóïäïò óå Ýíá åõóôáèÝò
÷ñïíéêÜ áìåôÜâëçôï ãñáììéêü óýóôçìá , ç Ýîïäïò
ðÜëé èá åßíáé Ýíá çìéôïíïåéäÝò óÞìá ìå ôçí ßäéá
óõ÷íüôçôá áëëÜ ìå äéÜöïñá óôï ðëÜôïò êáé öÜóç.
Ôï åýñïò ôçò åîüäïõ åßíáé ßóï ðñïò ôï ãéíüìåíï
ôïõ åýñïõò ôçò åéóüäïõ êáé ôïõ ìÝôñïõ |G(j!)|,
åíþ ç ãùíßá öÜóçò äéáöÝñåé êáôÜ � = ∠G(j!).
¸ôóé áí åéóÜãåôáé óå Ýíá óýóôçìá Ýíá çìéôïíïåéäÝò
óÞìá, ôï ðëÜôïò êáé ç öÜóç ôçò óõíÜñôçóçò
ìåôáöïñÜò ôïõ óõóôÞìáôïò óôï ðåäßï óõ÷íüôçôáò
ãéá êáèå äéáöïñåôéêÞ óõ÷íüôçôá ! õðïëïãßæåôáé áðü
ðáñáêÜôù:

|G(j!)|=
∣∣∣Y (j!)

R(j!)

∣∣∣ (18)

ÄçëáäÞ: Ï ëüãïò ôùí åõñþí ôçò çìéôïíïåéäïýò
åîüäïõ êáé çìéôïíïåéäïýò åßóïäïõ.
êáé:

∠G(j!) = ∠Y (j!)

R(j!)
(19)

ÄçëáäÞ: Ç áëëáãÞ öÜóçò ôçò çìéôïíïåéäïýò
åîüäïõ ùò ðñïò ôçí çìéôïíïåéäÞ åßóïäï. ¼ðïõ óôéò
ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò ôï Y (j!) åßíáé ôï óÞìá åîüäïõ
êáé R(j!) åßíáé ôï óÞìá åéóüäïõ ïðþò öáßíåôáé óôï
ðáñáêÜôù ó÷Þìá.

2.

Ìå áõôü ôï ôñüðï äßíïíôáò êÜèå öüñá ìéá
äéáöïñåôéêÞ óõ÷íüôçôá îåêéíþíôáò áðü ìéá ÷áìçëÞ



Ýùò ìéá øÞëç, ìðïñåß íá ó÷åäéáóôåß ôï äéÜãñáììá
Bode ôïõ óõóôÞìáôïò óå áõôÞí ôçí ðåñéï÷Þ ôçò
óõ÷íüôçôáò. ÁõôÞ åßíáé äéáäéêáóßá ôïõ áíôßóôñïöïõ
äéáãñÜììáôïò Bode.

´Ôï ëïãéóìéêü Ìatlabr äéáèÝôåé ôçí åíôïëÞ
\bode(G)" ãéá áðåéêüíçóç ôïõ äéáãñÜììáôïò bode
(ðëÜôïò êáé öÜóç) óå çìéëïãáñéèìéêü ÷áñôß.
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1. ÅéóáãùãÞ

1.1. Óêïðüò

Óêïðüò ôçò åñãáóôçñéáêÞò Üóêçóçò åßíáé ç
åîïéêåßùóç ôùí öïéôçôþí ìå âáóéêÞ Ýííïéá ôïõ
ôüðïõ ôùí ñéæþí êáé ç åðßäñáóç ôïõ êÝñäïõò
\Ê" ôïõ ôüðïõ ôùí ñéæþí óôçí åõóôÜèåéá êáé
óõìðåñéöïñÜ ôïõ êëåéóôïý óõóôÞìáôïò êáé ç
åîïéêåßùóç ìå ôçí ðåéñáìáôéêÞ ñýèìéóç åíüò
åëåãêôÞ PID ãéá ôïí Ýëåã÷ï ãùíßáò áíåóôñáììÝíïõ
åêêñåìïýò êáé ç êáôáíüçóç ôçò åðßäñáóçò ôùí
êåñäþí ôïõ åëåãêôÞ PID óôçí åðßäïóç ôïõ åëåãêôÞ
PID.

1.2. ÐåéñáìáôéêÞ ÄéÜôáîç

Ãéá ôï óêïðü ôçò åñãáóôçñéáêÞò áõôÞò Üóêçóçò
èá ÷ñçóéìïðïéçèåß \áíåóôñáììÝíï åêêñåìÝò" (In-
verted Pendulum Model 505 - ECP). Ï ìç÷áíéóìüò
áõôüò äéáèÝôåé äõï âáèìïýò åëåõèåñßáò (ìéá
ðåñéóôñïöéêÞ Üñèñùóç ç üðïéá ÷áñáêôçñßæåôáé áðü
ôçí ãùíßá è êáé ìéá ðñéóìáôéêÞ Üñèñùóç ìå

ìåôáâëçôÞ ôçò ìåôáôüðéóçò x), åê ôùí ïðïßùí
ìïíü ç ðñéóìáôéêÞ Üñèñùóç åíåñãïðïéåßôáé áðü Ýíáí
êéíçôÞñá óõíå÷ïýò (DC motor), üðùò öáßíåôáé êáé
óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá.

1. Inverted pendulum model 505-ECP

1.3. Äéáäéêáóßá ôçò ÅñãáóôçñéáêÞò
¢óêçóçò

Ðñéí åêôåëåóôåß ôï ðåéñáìáôéêü ìÝñïò ôçò
åñãáóôçñéáêÞò Üóêçóçò, äßíåôáé ìéá óýíôïìç
ðåñéãñáöÞ ôïõ óõóôÞìáôïò áíåóôñáììÝíïõ
åêêñåìïýò êáé óôçí óõíå÷åßá äßíåôáé Ýíá èåùñçôéêü
õðüâáèñï ðÜíù óôïõò öïéôçôÝò þóôå íá ãßíåé ðéï
êáôáíïçôü ôï ðåéñáìáôéêü ìÝñïò ôïõ åñãáóôçñéïý.
Ãéá ðñáãìáôïðïßçóç ôïõ ðåéñáìáôéêïý ìÝñïõò,
÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï óýóôçìá ôïõ áíåóôñáììÝíïõ
åêêñåìïýò êáé ìå ôçí ÷ñÞóç ôïõ ëïãéóìéêïý
Ìatlabr . ×ñçóéìïðïéåßôáé åðßóçò ç óõíÜñôçóç
ìåôáöïñÜò áíïé÷ôïý âñü÷ïõ ôïõ áíåóôñáììÝíïõ
åêêñåìïýò ðïõ ðñüåêõøå áðü ôçí åñãáóôçñéáêÞ
Üóêçóç \Áíôßóôñïöï äéáãñÜììáôïò Bode".
Óôçí óõíÝ÷åéá ìå ôçí âïÞèåéá ôïõ ëïãéóìéêïý
Ìatlabr ÷áñÜæåôáé ï ôüðïò ôùí ñéæþí ôçò



óõíÜñôçóçò áõôÞò êáé ðñïâëÝðåôáé ç ðéèáíÞ
óõìðåñéöïñÜ ôïõ óõóôÞìáôïò êëåéóôïý âñü÷ïõ ìå
âÜóç ôïí ôüðïõ ôùí ñéæþí. Óôçí óõíÝ÷åéá ìå ôçí
âïÞèåéá ôïõ ëïãéóìéêïý Ìatlabr ìåôáâÜëëåôáé
ôï êÝñäïò \Ê" ôïõ ôüðïõ ôùí ñéæþí áðü ìéá ðïëý
÷áìçëÞ ôéìÞ Ýùò ìéá ìåãÜëç ôéìÞ êáé êÜèå öüñá
óõæçôåßôáé ç óõìðåñéöïñÜ ôïõ óõóôÞìáôïò êëåéóôïý
âñü÷ïõ. Óôçí óõíÝ÷åéá ó÷åäéÜæåôáé ðåéñáìáôéêÜ
Ýíáò åëåãêôÞò PID, Ýôóé þóôå íá ãßíåé êáôáíïçôÞ
ç åðßäñáóç ôùí äéáöüñùí êåñäþí ôïõ åëåãêôÞ PID
óôçí åõóôÜèåéá êáé óõìðåñéöïñÜ ôïõ óõóôÞìáôïò.

Ç åñãáóôçñéáêÞ Üóêçóç åêôåëåßôáé óôï
åñãáóôÞñéï áõôïìÜôïõ åëÝã÷ïõ ôçò Ó÷ïëÞò
Ìç÷áíïëïãþí Ìç÷áíéêùí1.

2. ÂáóéêÝò Ýííïéåò

2.0.1. ÅéóáãùãÞ. ¼ðùò ãíùñßæïõìå áðü ôçí
èåùñßá ôïõ áõôïìÜôïõ åëÝã÷ïõ, ç åõóôÜèåéá åíüò
óõóôÞìáôïò êëåéóôïý âñü÷ïõ åîáñôÜôáé Üìåóá áðü
ôéò èÝóåéò ôùí ðüëùí ôïõ, Ýôóé áí ïé ðüëïé
âñßóêïíôáé óôï áñéóôåñü çìé-åðßðåäï ôï óýóôçìá
êëåéóôü âñü÷ïõ åßíáé åõóôáèÝò. Åðßóçò ãíùñßæïõìå
üôé ïé ðüëïé åíüò óõóôÞìáôïò åßíáé ïé ñßæåò
ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóùôÞò ôçò óõíÜñôçóçò
ìåôáöïñÜò ôïõ óôï ìéãáäéêü åðßðåäï. Åßíáé óõ÷íÜ
áðáñáßôçôï íá ðñïóáñìüæïõìå êáôÜëëçëá ôéò ôéìÝò
êÜðïéùí ðáñáìÝôñùí åíüò óõóôÞìáôïò ìå óêïðü
íá êáôáëÞîïõìå óôéò óùóôÝò èÝóåéò ôùí ñéæþí.
¢ñá ðñÝðåé ìå êÜðïéá ìÝèïäï íá ðñïóäéïñßóïõìå
ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßïí êéíïýíôáé ïé ñßæåò
ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîßóùóç åíüò óõóôÞìáôïò
óôï ìéãáäéêü åðßðåäï, êáèþò ìåôáâÜëëïíôáé ïé
ôéìÝò êÜðïéùí ðáñáìÝôñùí ôïõ. Ç ôå÷íéêÞ ôïõ
ãåùìåôñéêïý ôüðïõ ôùí ñéæþí ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîßóùóçò åíüò óõóôÞìáôïò áðïôåëåß ìéá ãñáöéêÞ
ìÝèïäï ìå ôçí âïÞèåéá ôçò üðïéáò êáôáóêåõÜæåôáé
ï áíôßóôïé÷ïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò óôï ìéãáäéêü
åðßðåäï, ðÜíù óôïí ïðïßïí êéíïýíôáé ïé ñßæåò ôçò
÷áñáêôçñéóôéêÞò åîßóùóçò.

Ïñéóìüò. Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ñéæþí áðïôåëåß
ìéá óõãêåêñéìÝíç ôñï÷éÜ ðÜíù óôçí ïðïßá
êéíïýíôáé ïé ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîßóùóçò
åíüò óõóôÞìáôïò óõíáñôÞóåé ôùí ìåôáâïëþí ìéáò
óõãêåêñéìÝíçò ðáñáìÝôñïõ ôïõ.

2.0.2. Ç Åííïéá ôïõ Ãåùìåôñéêïý Ôüðïõ ôùí
Ñéæþí. ¸óôù üôé Ý÷ïõìå Ýíá áðëü óýóôçìá
êëåéóôïý âñü÷ïõ üðùò öáßíåôáé óôï ðáñáêÜôù
ó÷Þìá.

Ç äõíáìéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôïõ ðáñáðÜíù

1http://www.csl.ntua.gr/

Óýóôçìá Êëåéóôïý âñü÷ïõ ìå ìåôáâáëëüìåíï êÝñäïò Ê

óõóôÞìáôïò êëåéóôïý âñü÷ïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôçí
áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò êëåéóôïý âñü÷ïõ
ôïõ:

T (s) =
Y (s)

R(s)
=

K:G(s)

1+K:G(s)
=

p(s)

q(s)
(1)

¼ðïõ p(s) êáé q(s) åßíáé ðïëõþíõìá
ôçò ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò s êáé \Ê" åßíáé ç
ìåôáâáëëüìåíç ðáñÜìåôñïò. ¼ðùò öáßíåôáé êáé
áðï ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç
ôïõ óõóôÞìáôïò êëåéóôïý âñü÷ïõ áí õðïèÝóïõìå
ôï êÝñäïò áíÜäñáóçò (H(s) = 1) åßíáé:

1+KG(s) = 0 (2)

ÃåíéêÜ ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò \Ê" ïé ñßæåò ôçò
÷áñáêôçñéóôéêÞò åîßóùóçò ôïõ óõóôÞìáôïò ðñÝðåé
íá éêáíïðïéÞóïõí ôçí åîéó.2 óôï ìéãáäéêü åðßðåäï.
Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ áöïý ç ìåôáâëçôÞ s åßíáé ìéá
ìéãáäéêÞ ðïóüôçôá, åîßóùóç 2 ìðïñåß íá ãñáöåß óå
ðïëéêÞ ìïñöÞ:

|KG(s)|∠KG(s) =−1+0j (3)

Ïðüôå åßíáé áðáñáßôçôï íá éó÷ýåé:

|KG(s)|=
√

(−1)2 +02 = 1

∠KG(s) = 180o± r360o (4)

¼ðïõ r = 0;±1;±2;±3; : : :
ôï ëïãéóìéêü Ìatlabr äéáèÝôåé ôçí åíôïëÞ

\rlocus(G)" , ç ïðïßá ÷áñÜæåé ôï ãåùìåôñéêü ôüðï
ôùí ñéæþí ôçò óõíñÜñôçóçò ìåôáöïñÜò G(s) óôï
ìéãáäéêü åðßðåäï.

2.1. ÅëåãêôÞò PID

Ï åëåãêôÞò PID, ðåñéãñáöÝôáé áðü ôçí
óõíáñôÞóç ìåôáöïñÜò :

Gc(s) =KP +
KI

s
+KDs (5)



Ç ïðïßá áðïôåëåßôáé áðü Ýíáí áíáëïãéêü, Ýíáí
äéáöïñéêü êáé Ýíáí ïëïêëçñùôéêü üñï. Ç ÷ñïíéêÞ
áðïêñéóÞ ôçò èá åßíáé :

u(t) =Kpe(t)+KI

∫
e(t)dt+KD

de(t)

dt
(6)

H óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò ôïõ äéáöïñéêïý üñïõ åßíáé:

GD(s) =
KDs

�ds+1
(7)

Éó÷ýåé ïìþò üôé ç óôáèåñÜ ÷ñüíïõ �d åßíáé ðïëý
ìéêñüôåñç óå ó÷Ýóç ìå ôéò óôáèåñÝò ÷ñüíïõ ðïõ
åìöáíéæüíôáé óôçí åëåã÷üìåíç äéåñãáóßá, Ýôóé
èåùñåßôáé áìåëçôÝá.
Áí èÝóïõìå Êd = 0, Ðñïêýðôåé ï ëåãüìåíïò
áíáëïãéêüò-ïëïêëçñùìáôéêüò åëåãêôÞò Þ
åëåãêôÞò PI.

Gc(s) =KP +
KI

s
(8)

¸ðéóçò üôáí åßíáé ÊÉ = 0 , ôüôå Ý÷ïõìå

Gc(s) =KP +KDs (9)

ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïí ëåãüìåíï áíáëïãéêü-
äéáöïñéêü åëåãêôÞ (åëåãêôÞò PD).
Ãéá íá ÷ñçóéìïðïéçèåß Ýíáò åëÝãêôÞò PID èá
ðñÝðåé íá êáèïñéóôïýí ïé ôñåßò ðáñÜìåôñïé
(áíáëïãéêü êÝñäïò KP , äéáöïñéêü êÝñäïò ÊD

êáé ïëïêëçñùôéêü êÝñäïò KI) ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç
åëåã÷üìåíç äéåñãáóßá. Áí õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå
åëåãêôÞ PID óôçí ìïñöÞ:

Gc(s) =KP +KDs+
KI

s
=

KDs
2 +KP s+KI

s

=
KD(s

2 +as+ bs)

s
=

KD(s−z1)(s−z2)

s
(10)

üðoõ ðñïöáíþò a = KP
KD

êáé b = KI
KD

. ÅðïìÝíùò
âëÝðïõìå üôé Ýíáò åëåãêôÞò PID ðáñïõóßáæåé Ýíáí
ðüëï ôçò áíôßóôïé÷çò óõíÜñôçóçò ìåôáöüñáò óôçí
áñ÷Þ ôùí áîüíùí êáé äýï ìçäåíéóôÝò ôá ïðïßá åßíáé
äõíáôüí íá ôïðïèåôçèïýí ïðïõäÞðïôå óôï áñéóôåñü
ìéãáäéêü çìéåðßðåäï.

ÐáñÜäåéãìá. Åóôù üôé Ý÷ïõìå Ýíá óýóôçìá üðùò
öáßíåôáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ïðïý ç ðñïò Ýëåã÷ï
óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò åßíáé:

G(s) =
1

(s+4)(s−2)

Óýóôçìá êëåéóôïý âñü÷ïõ ìå ìéá âáèìßäá åëåãêôÞ

×ñçóéìïðïéïýìå Ýíáí åëåãêôÞ PID ìå óêïðü ôïí
Ýëåã÷ï ôçò áóôáèïýò óõíÜñôçóçò ìåôáöïñÜò ôçò
äéåñãáóßáò ìáò. Åôóé åðéëÝãïõìå Ýíáí åëåãêôÞ
PID ðïõ ðáñïõóéÜæåé äýï ìéãáäéêïýò ìçäåíéóôÝò
z1 êáé z2, üðïõ z1 = −3 + j1 êáé z2 = ẑ1, ôüôå
ï áíôßóôïé÷üò ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí ñéæþí åßíáé
áõôüò ðïõ öáßíåôáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá:

Ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí ñßæùí äéåñãáóßáò åëåã÷üìåíçò áðü
Ýíáí åëåãêÞ PID ðïõ ðáñïõóßáæåé äýï ìéãáäéêÜ ìçäåíéêÜ

Êáèþò ôï êÝñäïò ÊD ôïõ åëåãêôÞ, áõîÜíåôáé,
ïé ìéãáäéêÝò ñßæåò ðëçæßáæïõí ðñïò ôá óçìåßá
ôùí ìçäåíéêþí. ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò ôïõ
óõóôÞìáôïò êëåéóôïý âñü÷ïõ åßíáé:

T (s) =
G(s)Gc(s)

1+G(s)Gc(s)

=
KD(s−z1)(s− ẑ1)

(s+ r2)(s+ r1)(s+ r̂1)

Ç áðüêñéóç ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý åßíáé
éêáíïðïéçôéêÞ. Ôï áíôßóôïé÷ï ðïóïóôü
õðåñáêüíôéóçò âçìáôéêÞò áðüêñéóçò åßíáé
ìéêñüôåñï áðï 4% êáé ôï óöÜëìá ìüíéìçò
êáôÜóôáóçò éóïýôáé ìå ìçäÝí. Ï ÷ñüíïò
áðïêáôÜóôáóçò éóïýôáé ðåñßðïõ ìå 1 äåõôåñïëåðôü
. Áí áðáéôåßôáé ìéêñüôåñïò ÷ñüíïò áðïêáôÜóôáóçò,
ôüôå ìðïñýìå íá åðéëÝîïõìå êáôÜëëçëá ôïõò äýï
ìçäåíéóôÝò z1 êáé z2, Ýôóé þóôå íá âñßóêïíôáé ðéï
áñéóôÝñá óôï ìéãáäéêü åðßðåäï êáé íá èÝóïõìå
ìéá ôéìÞ ãéá ôï êÝñäïò KD ôÝôïéá þóôå íá ïäçãåß
ôéò ñßæåò ôïõ óõóôÞìáôïò êïíôÜ óôá ìéãáäéêÜ
ìçäåíéêÜ.



3. ×ñÞóç ôïõ Ìatlabr Simulink

Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá èá åðéëýóïõìå
ôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá óôï ðåñéâÜëëïí
ôïõ Ìatlabr . Åðßóçò èá ðáñïõóéáóôïýí
êáðïéÝò åíôïëÝò êáé ôñüðïé ÷ñçóéìïðïßçóçò ôïõ
Ìatlabr êáé simulink.

Óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá ÷ñçóéìïðïéÞèçêå
ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò

G(s) =
1

(s+4)(s−2)

Ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò åßóáãåôáé óôï MATLAB
ìÝóù ôçò åíôïëÞò:

Gs=tf([1],[1 2 -8])

ÌÝóù ôçò åíôïëÞò pole åíôïðßæïíôáé êáé ïé ðüëïé
ôïõ áíïé÷ôïý óõóôÞìáôïò ïé ïðïßïé ðñïöáíþò åßíáé
êáé ïé ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîßóùóçò ôïõ
óõóôÞìáôïò:

pole(Gs)

¼ðùò öáßíåôáé ôï óõóôÞìá áíïé÷ôïý âñü÷ïõ åßíáé
áóôáèÝò êáé åìöáíßæåé äýï ðüëïõò óôá óçìåßá -4 êáé
2 ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ.
¼ðùò áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò, ÷ñçóéìïðïýìå
Ýíáí åëåãêôÞ PID ãéá Ýëåã÷ï ôïõ óõóôÞìáôïò ï
ïðïßïò åéóÜãåôáé ìå ôïí ðáñáêÜôù ôñüðï:

PID=tf([1 6 10],[1 0])

Öáßíåôáé üôé ï åëåãêôÞò PID ðáñïõóéÜæåé äýï
ìçäåíéóôÝò óôá óçìåßá:

-3.0000 + 1.0000i

-3.0000 - 1.0000i

êáé Ýíáí ðüëï óôï óçìåßï ìçäÝí. Ìå áõôüí
ôïí ôñüðï êñáôÞóáìå ôï êåñäüò KD ùò
ìåôáâëçôÞ ãéá íá ÷áñÜîïýìå ôïí ôüðï ôùí
ñéæþí. Ôþñá öôéÜ÷íïõìå ôçí óõíïëéêÞ óõíÜñôçóç
áíïé÷ôïý óõóôÞìáôïò, ç ïðïßá öôéÜ÷íåôáé áðü
ðïëëáðëáóéáóìü ôïõ PID êáé Gs.

G=PID*Gs

Óôç óõíÝ÷åéá ÷áñÜóóåôáé ï ôüðïò ôùí ñéæþí ôïõ
óõóôÞìáôïò ìå ôçí ìåôáâëçôÞKD ìÝóù ôçò åíôüëçò
:

rlocus(G)

Ï ôüðïò ôùí ñßæùí ðïõ äçìéïõñãåßôáé ìÝóù
Ìatlabr ðáñïõóéÜæåôáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá:

Ôüðïò ôùí ñßæùí ôïõ êëåßóôïõ óõóôÞìáôïò

ÌÝóù ôïõ simulink öôéÜ÷íïõìå ôï óýóôçìá
êëåßóôïõ âñü÷ïõ. Áðü ôï äéÜãñáììá ôïõ ôüðïõ
ôùí ñßæùí åðéëÝãïõìå ôï óçìåßï ìå êÝñäïò 12 (
gain=12) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ÊD = 12. ¸ôóé
öôéÜ÷íïõìå ôï äéÜãñáììá ôïõ óõóôÞìáôïò ìå
ìéá âçìáôéêÞ åßäïóï êáé ðáßñíïõìå ôçí ÷ñïíéêÞ
áðïêñéóÞ ôïõ óõóôÞìáôïò áðü ôï "scope". Ôï
äéÜãñáììá óôï ðåñéâáëëïí simulink êáèþò êáé ç
÷ñïíéêÞ áðüêñéóç ôïõ êëåéóôïý óõóôÞìáôïò ìå
KD = 12 (Þ áëëéþò ÷ñçóéìïðïéþíôáò PID controller
ìå KP = 72 KD = 12 KI = 120 ) ðáñïõóéÜæåôáé
óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá:

Ôï äéÜãñáììá êëåéóôïý âñü÷ïõ ìå PID åëåãêôÞ

×ñïíéêÞ áðüêñéóç ôïõ êëåéóôïý óõóôÞìáôïò ìå PID ìå êÝñäç
KP = 72;KD = 12;KI = 120



4. Æçôïýìåíá

• Íá ðáñáäïèåß ãñáðôÞ áíáöïñÜ, óôçí ïðïßá
íá ðåñéãñÜöïíôáé üëá ôá èåùñçôéêÜ êáé
ðåéñáìáôéêÜ âÞìáôá ðïõ ðáñïõóéÜóôçêáí êáôá
ôçí äéÜñêåéá ôçò åñãáóôçñéáêÞò Üóêçóçò êáèþò
êáé ôá óõìðåñÜóìÜôá ðïõ åîáãÜãáôå áðü ôçí
åñãáóôçñéáêÞ Üóêçóç.
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Ãñáììéêïðïßçóç ôùí Mç-ãñáììéêþí ÓõóôçìÜôùí

Ðåñéå÷üìåíá

1 ÅéóáãùãÞ 1
1.1 Óêïðüò . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2 ÂáóéêÝò Ýííïéåò 1
2.1 ÓÞìáôá êáé óõóôÞìáôá . . . . . . . . 1
2.2 Ôï ÌïíôÝëï ôïõ óõóôÞìáôïò . . . . 2
2.3 Ìç-ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá -

Ãñáììéêïðïßçóç . . . . . . . . . . . . 2

3 ×ñÞóç ôïõ Ìatlab r 4

4 Æçôïýìåíá 5

1. ÅéóáãùãÞ

1.1. Óêïðüò

Óêïðüò ôçò åñãáóôçñéáêÞò Üóêçóçò åéíáé ç
åîïéêåßùóç ôùí öïéôçôþí ìå ôçí âáóéêÞ Ýííïéá ôçò
ãñáììéêïðïßçóçò ôùí ìç-ãñáììéêþí óõóôçìÜôùí
êáé áíôéìåôþðéóç ôùí ðñïâëçìÜôùí Ýëåã÷ïõ ìå ôçí
÷ñçóéìïðïéçóç ôïõ ðñïãñáììáôïò Ìatlabr. Ç
Üóêçóç áõôÞ åêôåëåßôáé óôï åñãáóôÞñéï áõôïìÜôïõ
åëÝã÷ïõ ôçò Ó÷ïëÞò Ìç÷áíïëïãþí Ìç÷áíéêùí1.

2. ÂáóéêÝò Ýííïéåò

2.1. ÓÞìáôá êáé óõóôÞìáôá

Ïé äýï âáóéêÝò Ýííïéåò óôïí áõôüìáôï Ýëåã÷ï
åßíáé ç Ýííïéá ôïõ óÞìáôïò êáé åêåßíç ôïõ
óõóôÞìáôïò.

Ïñéóìüò. ÓÞìá êáëåßôáé ìßá óõíÜñôçóç ìéÜò Þ
ðåñéóóïôÝñùí ìåôáâëçôþí, åê ôùí ïðïßùí ìßá åßíáé
õðï÷ñåùôéêÜ ï ÷ñüíïò.

¸íá óÞìá óõíå÷ïýò ÷ñüíïõ (Þ Ýíá áíáëïãéêü
óÞìá) åßíáé ìßá ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç x(t) : R→R
ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò t ç ïðïßá åêöñÜæåé ôï
óõíå÷Þ ÷ñüíï.

Ïñéóìüò. Óýóôçìá êáëåßôáé Ýíá ôìÞìá ôïõ ÷þñïõ
ôï ïðïßï ìå ìßá íïçôÞ åðéöÜíåéá äéá÷ùñßæåôáé áðü
ôï ðåñéâÜëëïí. Ôï óýóôçìá áëëçëåðéäñÜ ìå ôï
ðåñéâÜëëïí ìå ôç ÷ñÞóç óçìÜôùí.

¸íá óýóôçìá åßíáé Ýíá óýíïëï áðü åðéìÝñïõò
ôìÞìáôá, åîáñôÞìáôá, óôïé÷åßá ðïõ óõíäÝïíôáé
ìåôáîý ôïõò êáé áëëçëåðéäñïýí åðéôåëþíôáò
óõãêåêñéìÝíï Ýñãï. ÓõíÞèùò ôá óõóôÞìáôá
èåùñïýìå üôé Ý÷ïõí êÜðïéåò åéóüäïõò êáé åîüäïõò.
Ïé åßóïäïé êáé ïé Ýîïäïé åíüò óõóôÞìáôïò åßíáé
óÞìáôá. ¸ôóé Ýíá óýóôçìá ìéáò åéóüäïõ êáé
ìéáò åîüäïõ ìðïñåß íá èåùñçèåß óáí Ýíáò

1http://www.csl.ntua.gr/



ìåôáó÷çìáôéóìüò ôïõ óÞìáôïò åéóüäïõ u óôï
óÞìá åîüäïõ y. ¸ôóé ôá óÞìáôá ìðïñïýí íá
ãñáöôïýí óáí ìéá óõíå÷Þ óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ
(u(t) êáé y(t)) åíþ ôï óýóôçìá èá ðåñéãñÜöåôáé áðü
ôï ìåôáó÷çìáôéóìü F . ¸ôóé ç ó÷Ýóç åéóüäïõ êáé
åîüäïõ åíüò óõóôÞìáôïò èá åßíáé:

y(t) = F (u(t)): (1)

¸íá óýóôçìá ìå óÞìá åéóüäïõ u(t) êáé
óÞìá åîüäïõ y(t) ðåñéãñÜöåôáé äéáãñáììáôéêÜ áðü
ôï åðüìåíï ó÷Þìá. ¸íá ôÝôïéï äéÜãñáììá
ïíïìÜæåôáé ëåéôïõñãéêü äéÜãñáììá (block diagram)
ôïõ óõóôÞìáôïò.

Âáóéêü äéÜãñáììá åëÝã÷ïõ

Figure 1.

Ïñéóìüò. ÅÜí ôá äéáíýóìáôá y1(t); y2(t) åßíáé ïé
áðïêñßóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò óôéò åéóüäïõò u1(t)êáé
u2(t) áíôßóôïé÷á , ôï óýóôçìá êáëåßôáé ãñáììéêü
åÜí êáé ìüíï åÜí:

F [a1u1(t)+a2u2(t)] =

a1F [u1(t)]+a2F [u2(t)] =

a1y1(t)+a2y2(t) (2)

ãéá êÜèå åêëïãÞ ôùí ðñáãìáôéêþí óôáèåñþí
a1 êáé a2.

ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù åíá óýóôçìá ðïõ
ðåñéãñÜöåôáé áðü ôçí ðáñáêÜôù ó÷Ýóç åéóüäïõ
åîüäïõ:

y(t) = (u(t))2

Ãéá äýï óÞìáôá u1(t) êáé u2(t) èá Ý÷ïõìå:

F (au1+bu2) = (au1+bu2)
2 = a2u2

1+b2u2
2+2abu1u2

åíþ ôï äÝõôåñï ìÝëïò ôçò (2) åßíáé:

aF (u1)+ bF (u2) = a2u2
1 + b2u2

2

ôüôå óõìðåñáßíåôáé üôé ôï óýóôçìá äåí åßíáé
ãñáììéêü.

Ïñéóìüò. ÅÜí ôï äéÜíõóìá y(t) åßíáé ç áðüêñéóç
ôïõ óõóôÞìáôïò óôï äéÜíõóìá åéóüäïõ u(t), ôï
óýóôçìá êáëåßôáé ÷ñïíéêÜ áìåôÜâëçôï åÜí êáé ìüíï
åÜí:

F [u(t− �)] = y(t− �): (3)

Ïñéóìüò. ¸íá óýóôçìá åßíáé ãñáììéêü áí ç
ó÷Ýóç åéóüäïõ åîüäïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ìéá
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ìïñöÞ:

an(t)
dn

dtn
y(t)+an−1(t)

dn−1

dtn−1 y(t)+ :::+a0(t)y(t) =

bm(t)
dm

dtm
u(t)+ bm−1(t)

dm−1

dtm−1u(t)+ :::+ b0(t)u(t)

(4)

2.2. Ôï ÌïíôÝëï ôïõ óõóôÞìáôïò

ÃåíéêÜ Ýíá öõóéêü óýóôçìá åßíáé ìéá ðïëýðëïêç
äéáäéêáóßá ç ïðïßá ðñïóöÝñåé äéáöïñåôéêÝò üøåéò ãéá
ôçí åîÝôáóç ôçò, ÓõíÞèùò ç üøç ôïõ óõóôÞìáôïò
ðïõ åßíáé ôï áíôéêåßìåíï åíäéáöÝñïíôïò ìáò åßíáé
ç üøç ðñïò Ýëåã÷ï. Ãéá ðáñÜäåéãìá óôï óýóôçìá
ôïõ áíáóôñïöïý åêêñåìïýò ôïõ åñãáóôçñßïõ, ç
ãþíéá � åßíáé ï óôü÷ïò ôïõ Ýëåã÷ïõ ìáò. Ãéá
ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ öõóéêïý óõóôÞìáôïò, ðñüâëåøç
ôçò óõìðåñéöüñáò, ôçí ó÷åäßáóç ôïõ Þ ôïí Ýëåã÷ü
ôïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé Ýíá ìáèçìáôéêü ìïíôÝëï.Ç
ðåñéãñáöÞ ôïõ óõóôÞìáôïò ãßíåôáé ìå Ýíá óýíïëï
ìåôáâëçôþí êáé Ýíá óýíïëï åîéóþóåùí ïé ïðïßåò
äçëþíïõí ôéò ó÷Ýóåéò ìåôáîý ôùí ìåôáâëçôþí
áõôþí. Ïé ó÷Ýóåéò áõôÝò åßíáé äõíáôüí íá
åßíáé áëãåâñéêÝò (ãñáììéêÝò Þ ìç ãñáììéêÝò),
äõíáìéêÝò (äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Þ åîéóþóåéò
äéáöïñþí),íôåôåñìéíéóôéêÝò Þ óôï÷áóôéêÝò.2 Áîßæåé
íá ôïíéóôåß üôé ôá ðåñéóóüôåñá öõóéêÜ ìïíôåëÜ ìåôÜ
áðï ôçí ìïíôåëïðïéÞóç ðáñïõóéÜæïõí ìç-ãñáììéêÞ
ìïñöÞ.

2.3. Ìç-ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá -
Ãñáììéêïðïßçóç

Ïðþò áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò ó÷åäüí ïëá ôá
öõóéêÜ óõóôÞìáôá Ý÷ïõí ìç-ãñáììéêÞ ìïñöÞ. Áí
èåùñçèåß ôï óýóôçìá ôï ïðïßï ðåñéãñÜöåôáé áðï ôéò
ìç-ãñáììéêÝò åîéóþóåéò êáôÜóôáóçò :

ẋ= f(x(t);u(t); t)

y(t) = g(x(t);u(t); t) (5)

Áí Ýíá ìç-ãñáììéêü óýóôçìá äåí åîáñôÜôáé ñçôÜ
áðü ôï ÷ñüíï äçëáäÞ íá åßíáé óôçí ìïñöÞ ẋ =
f(x(t)) ôüôå ôï óýóôçìá áõôï êáëåßôáé Áõôüíïìï.

Ïñéóìüò. Áí ãéá Ýíá óçìåßï ôïõ ÷þñïõ
êáôáóôÜóåùí, üôáí ç áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç ôïõ

2Óå Ýíá íôåôåñìéíéóôéêü óÞìá ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò
ìåôáâëçôÞò t áíôéóôïé÷åß ìßá ìüíï ôéìÞ ôïõ óÞìáôïò.
Áíôßèåôá óå Ýíá óôï÷áóôéêü óÞìá ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò
ìåôáâëçôÞò t ïñßæåôáé ìßá ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ



óýóôçìáôïò åßíáé ßóç ìå xe, ç êáôÜóôáóç èá
ðáñáìåßíåé ßóç ìå xe ãéá êÜèå ìåëëïíôéêü ÷ñüíï,
ôüôå ôï óçìåßï xe êáëåßôáé óçìåßï éóïññïðßáò
ôïõ óõóôÞìáôïò. Ôá óçìåßá éóïññïðßáò ôïõ
óõóôÞìáôïò êáèüñéæïíôáé áðï ôéò ëýóåéò ôçò
åîéóþóåùò:

ẋ= f(x(t)) = 0 (6)

ÐáñÜäåéãìá. Óå Ýíá óýóôçìá åëåýèåñï åêêñåìïýò
ôïõ ðáñáêÜôù ó÷Þìáôïò áðï ôïõò íüìïõò ôçò
ìç÷áíéêÞò Ý÷ïõìå üôé ç ó÷Ýóç åéóüäïõ-åîüäïõ èá
åßíáé:

ÅëÝõèåñï åêêñåìÝò

Figure 2.

MR2�̈+KR2�̇+MgR sin(�) = 1
MR2T

Ïðïõ ôï T åßíáé ç ñïðÞ áóêïýìåíç óôï åêêñåìÝò.
H ïðïßá ìðïñåß íá èåùñçèåß óáí åßóïäïò óôï
óýóôçìá.
YõðïèÝôïõìå óáí ìåôáâëçôÝò êáôáóôÜóåéò:
(x1 = � x2 = �̇) . Ãéá ìçäåíéêÞ åßóïäï ôïõ
óõóôÞìáôïò (Ô = 0), ðñïêýðôåé :

ẋ1 = x2

ẋ2 =− Ê
M
x2− g

R
sin(x1)

óýìöùíá ìå ôçí èåùñßá ôá óçìåßá éóïññïðßáò
ðñïêýðôïõí:

ẋ=

(
ẋ1

ẋ2

)
= 0

ôüôå Ý÷ïõìå: x2 = 0 êáé sin(x1) = 0 , ïðüôå ôá
óçìåßá éóïññïðßáò èá åßíáé:

xe =

(
ðk

0

)
(k = 0;±1;±2; : : :)

Áîßæåé íá áíáöåñèåß ïôé ôá óçìåßá éóïññïðßáò
÷ùñßæïíôáé óå äõï êáôçãïñßåò: ÅõóôáèÞ êáé
ÁóôáèÞ.

Ïñéóìüò. Ôï óçìåßï éóïññïðßáò åßíáé åõóôáèÝò
êáôÜ Lyapunov Ýáí:

∀Å > 0;∃å > 0;
{
‖x(0) ‖<å

}
⇒
{
∀t≥ 0;‖x(t) ‖<Å

}

(7)
êáé ÁóõìðôïôéêÜ åõóôáèÝò Ýáí:

∃å > 0;
{
‖ x(0) ‖< å

}
⇒
{

lim
t→∞
‖ x(t) ‖= 0

}
(8)

ÐïéïôéêÜ ôï åõóôáèÝò óçìåßï éóïññïðßáò
åßíáé åêåßíï óôï ïðïßï ãéá ìéá áñ÷éêÞ èÝóç ôïõ
óýóôçìáôïò êïíôÜ ôïõ, ïôáí ï ÷ñüíïò ôßíåé ðñïò
ôï Üðåéñï, ôï óýóôçìá èá éóïññïðßóåé ðÜíù ôïõ.
Óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá ôï êÜôù óçìåßï
éóïññïðßáò (� = 1800), åßíáé åõóôáèÝò , Ýíù ôï
ðÜíù óçìåßï éóïññïðßáò åßíáé áóôáèÝò êáé üôáí
ôï åêêñåìÝò âñßóêåôáé óå áõôï ôï óçìåßï ìå
ôçí ðáñáìéêñÞ äéáôáñá÷Þ èá ìåôáêéíçèåß ðñïò ôï
åõóôáèÝò óçìåßï éóïññïðßáò.
Ãñáììéêïðïßçóç Ïðþò áíáöÝñèçêå
ðñïçãïýìåíùò, ó÷åäüí ïëá ôá öõóéêÜ óõóôÞìáôá
ðáñïõóéÜæïõí ìç-ãñáììéêÞ ìïñöÞ. ¼ìùò ï
Ýëåã÷ïò ôùí ìç-ãñáììéêþí óõóôÞìáôùí åßíáé ìéá
ðïëõðëïêÞ äéáäéêáóßá óå ó÷Ýóç ìå ôá ãñáììéêÜ
óõóôÞìáôá. Åíáò ôñïðüò áíôéìåôþðéóçò åßíáé ç
èåþñçóç åíüò äåýôåñïõ óõóôÞìáôïò, áðëïýóôåñï
áðü ôï áñ÷éêü, êáé ç åîáóöÜëéóç óõíèçêþí þóôå
ôá ðïéïôéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò ëýóçò ôïõ íá
áíôéóôïé÷ïýí óå åêåßíá ôçò ëýóçò ôïõ áñ÷éêïý.
Óáí äåýôåñï óýóôçìá ëáìâÜíåôáé óõíÞèùò Ýíá
ãñáììéêü óýóôçìá. Áí èåþñçèåß üôé ïé åîéóþóåéò
ôïõ ìç-ãñáììéêïý åßíáé ÷ñïíéêÜ áìåôáâëçôÝò, êáé
áí õðïôåèåß üôé ôï óýóôçìá Ý÷åé ãåíéêÞ ìïñöÞ
ẋ = f(x;u) ôüôå ç f(x;u) ìðïñåß íá áíáðôõ÷èåß óå
óåéñÜ Taylor óôçí ðåñéï÷Þ åíüò óçìåßïõ éóïññïðßáò
(xe;ue) .Èá åßíáé:

f(x;u) = f(xe;ue)+
@f

@x


x=xe;u=ue

(x−xe)+

@f

@u


x=xe;u=ue

(u−ue)+üñïé áíþôåñçò ôÜîçò (9)

Êáé èåùñïýìå f(x0;u0) = 0 ôüôå ôï
ãñáììéêïðïéçìÝíï óýóôçìá ôïõ ìç-ãñáììéêïý
óôçí ðåñéï÷Þ ôïõ óçìåßïõ éóïññïðßáò (x0;u0)
ãñÜöåôáé Ýùò:

f(x;u) =Ax+Bu (10)

ÐáñÜäåéãìá. Óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá ôïõ
åëÝõèåñïõ åêêñåìïýò:





ẋ1

ẋ2


=




x2

− Ê
M
x2− g

R
sin(x1)+

1
MR2T


=

[
f1
f2

]

@f

@x
=



@f1
@x1

@f1
@x2

@f2
@x1

@f2
@x2


=




0 1

−g
R

cos(x1)
−K
M




êáé:

@f

@u
=



@f1
@T

@f2
@T


=




0

1
MR2




ïðüôå ïé ãñáììéêïðïéçìÝíåò åîéóþóåéò ôïõ
óõóôÞìáôïò óôï óçìåßï éóïñïððßáò xe = (0;0)T

(óôï êÜôù êáé åõóôáèÝò óçìåßï) èá åßíáé:



ẋ1

ẋ2


=




0 1

−g
R

−K
M


 ·



x1

x2


+




0

1
MR2


 ·T (t)

ðïõ åßíáé óôçí ìïñöÞ:

ẋ=A ·x+B ·u

Áîßæåé íá áíáöåñèåß üôé ïé éäéïôéìÝò ôïõ ðßíáêá
Á åßíáé ïé ñßæåò ôçò óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò ôïõ
óõóôÞìáôïò, äçëáäÞ åßíáé ïé ðüëïé ôïõ áíïé÷ôïý
óõóôÞìáôïò.

3. ×ñÞóç ôïõ Ìatlab r

Ç ÷ñÞóç ôïõ Ìatlabr óáí Ýíá åñãáëåßï óôá
ðñïâëÞìáôá áõôüìáôïõ åëÝã÷ïõ óõíçèßæåôáé ðïëõ.
Óå áõôü ôï óçìåßï ìå åðßëõóç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ
ðáñáäåßãìáôïò ôïõ åëÝõèåñïõ åêêñåìïýò óôï
ðåñéâÜëëïí ôïõ Ìatlabr èá ðáñïõóéáóôïýí
êáðïéÝò åíôüëåò êáé ï ôñüðïò áíôéìåôþðéóçò
ðñïâëçìÜôùí óôï Ìatlabr.
Óôï ðñïçãïýìåíï ðñïâëÞìá ôïõ åëÝõèåñïõ
åêêñåìïýò, ôï ãñáììéêïðïéçìÝíï óýóôçìá
åéóÜãåôáé óôï Ìatlabr åùò åîÞò:

×ñçóéìïðïéþíôáò ôéò ðáñáêÜôù ðáñÜìåôñïõò:

R = 1 m
g = 9.8 m

s2

M = 1 kg
K = 0.1

Ç Ýîïäïò ôïõ óõóôÞìáôïò ðåñéãñÜöåôáé áðï

y = Cx+Du . ¸ôóé ìå ôçí åêôßìçóç üôé óáí
Ýîïäïò ôïõ óõóôÞìáôïò èåùñïýìå ôçí ãùíßá è êáé
ôüôå ãéá ðßíáêåò C êáé D Ý÷ïõìå:
C=[1 0] D=[0]
ôüôå åéóÜãïíôáé óôï Ìatlabr Ýùò åîéò:

R=1;

g=9.8;

M=1;

K=0.1;

A=[0,1;(-g/R),-K/M];

B=[0;1/M*R^2];

C=[1 0];

D=[0];

Ïðþò áíáöÝñèçêå ðñïçãïýìåíùò ïé éäéïôéìÝò ôïõ
ðßíáêá Á åßíáé ïé ðüëïé ôïõ óõóôÞìáôïò êáé
õðïëïãßæåôáé ìå ôçí åíôïëÞ:

eig(A)

Ïðþò öáßíåôáé ïé ðüëïé ôïõ óõóôÞìáôïò áíïé÷ôïý
âñü÷ïõ åßíáé:

-0.0500 + 3.1301i

-0.0500 - 3.1301i

ÖôéÜ÷íïõìå ôï óýóôçìá óôï Matlab
÷ñçóéìïðïßùíôáò ôçí åíôïëÞ:

sys=ss(A,B,C,D)

êáé âëÝðïõìå ôçí áðüêñéóç ôïõ óõóôÞìáôïò ìå ìéá
impulse åßóïäï :

impulse(sys)

Þ

impulse(A,B,C,D)

×ñïíéêÞ áðüêñéóç ôïõ åëåõèåñïý åêêñåìÝò

Figure 3.



Oðþò öáßíåôáé óôï ðáñáðÜíù ó÷Þìá, ôï óýóôçìá
ðïõ âñßóêåôáé óôï êÜôù êáé åõóôáèÝò óçìåßï
éóïññïðßáò, ìå åßóïäï ìéá äéáôáñá÷Þ (impulse)
êÜíåé ôáëáíôþóåéò êáé óôï ôÝëïò åðéóôñÝöåôáé
êáé óôáèåñïðïéåßôáé ðÜëé óôï åõóôáèÝò óçìåßï
éóïññïðßáò. ïðþò åßíáé êáôáíïçôü, ôï óýóôçìá óå
áõôü ôï óçìåßï éóïññïðßáò åßíáé åõóôáèÝò.

Åñþôçìá. Áí áíôß ôï åõóôáèÝò óçìåßï éóïññïðßáò
(äçëáäÞ ôï êÜôù óçìåßï), êÜíáìå ãñáììéêïðïßçóç
óôï áóôáèÝò óçìåßï éóïññïðßáò (äçëáäç ôï ðÜíù
óçìåßï), ðùò èá ðåñéìÝíáôå íá åßíáé ç áðüêñéóç
ôïõ óõóôÞìáôïò ;

4. Æçôïýìåíá
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1. ÅéóáãùãÞ

1.1. Óêïðüò

Óêïðüò ôçò åñãáóôçñéáêÞò Üóêçóçò åßíáé
ç åîïéêåßùóç ôùí öïéôçôþí ìå ôçí Ýííïéá
ôçò ôïðïèÝôçóçò ðüëùí óå óõíå÷Þ êáé ÷ñïíéêÜ
áìåôÜâëçôá ãñáììéêÜ óõóôÞìáôá êáé ç åðßäñáóç ôçò
èÝóçò ôïõò óå óõìðåñéöïñÜ ôïõ óõóôÞìáôïò. Óôçí
åñãáóôçñéáêÞ Üóêçóç èá áðáíôçèïýí ôá ðáñáêÜôù
åñùôÞìáôá:

• ôé åßíáé ç \ ãñáììéêÞ áíáôñïöïäüôçóç
êáôÜóôáóçò"

• ôé óçìáßíåé áõèáßñåôç ôïðïèÝôçóç ðüëùí ôïõ
êëåéóôïý óõóôÞìáôïò

• ôé ÷áñáêôçñéóôéêÜ áðáéôïýíôáé ãéá áõèáßñåôç
ôïðïèÝôçóç ðüëùí

• ðùò ôïðïèåôïýíôáé ïé ðüëïé êëåéóôïý âñü÷ïõ
ôïõ óõóôÞìáôïò

• ðïõ ðñÝðåé íá ôïðïèåôçèïýí ïé ðüëïé ôïõ
êëåéóôïý óõóôÞìáôïò

• ðïßá åßíáé ôá âÝëôéóôá óçìåßá ãéá ôçí
ôïðïèÝôçóç ôùí ðüëùí

1.2. ÐåéñáìáôéêÞ ÄéÜôáîç

Ãéá ôï óêïðü ôçò åñãáóôçñéáêÞò áõôÞò Üóêçóçò
èá ÷ñçóéìïðïéçèåß \áíåóôñáììÝíï åêêñåìÝò" (In-
verted Pendulum Model 505 - ECP). Ï ìç÷áíéóìüò
áõôüò äéáèÝôåé äõï âáèìïýò åëåõèåñßáò (ìéá
ðåñéóôñïöéêÞ Üñèñùóç ç üðïéá ÷áñáêôçñßæåôáé áðü
ôçí ãùíßá è êáé ìéá ðñéóìáôéêÞ Üñèñùóç ìå
ìåôáâëçôÞ ôçò ìåôáôüðéóçò x), åê ôùí ïðïßùí
ìïíü ç ðñéóìáôéêÞ Üñèñùóç åíåñãïðïéåßôáé áðü Ýíáí
êéíçôÞñá óõíå÷ïýò (DC motor), üðùò öáßíåôáé êáé
óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá.

1.3. Äéáäéêáóßá ôçò ÅñãáóôçñéáêÞò
¢óêçóçò

Ãéá ðëçñÝóôåñç êáôáíüçóç ôïõ ðåéñáìáôéêïý
ìÝñïõò ôïõ åñãáóôçñßïõ, äßíåôáé ìéá óýíôïìç
ðåñéãñáöÞ ôïõ óõóôÞìáôïò áíåóôñáììÝíïõ
åêêñåìïýò. óôçí óõíå÷åßá äßíåôáé ìéá èåùñçôéêÞ
áðÜíôçóç óôá åñùôÞìáôá ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé óôç
ðáñÜãñáöï (1.1). Ýôóé äßíåôáé Ýíá êÜëï õðüâáèñï
óôïõò öïéôçôÝò þóôå íá ãßíåé ðéï êáôáíïçôü
ôï ðåéñáìáôéêü ìÝñïò ôïõ åñãáóôçñéïý. Ãéá
ôçí ðñáãìáôïðïßçóç ôïõ ðåéñáìáôéêïý ìÝñïõò,
÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï óýóôçìá áíåóôñáììÝíïõ



1. Inverted pendulum model 505-ECP

åêêñåìïýò êáé ìå ôçí ÷ñÞóç ôïõ ëïãéóìéêïý
Ìatlabr ôïðïèåôïýíôáé ïé ðüëïé ôïõ óõóôÞìáôïò
êëåéóôïý âñü÷ïõ óå áõèáßñåôá óçìåßá, îåêéíþíôáò
áðü Ýíá óçìåßï óôï äåîß çìé-åðßðåäï êáé
óõíå÷ßæïíôáò ìÝ÷ñé êÜðïéï ìáêñéíü óçìåßï
óôï áñéóôåñü çìé-åðßðåäï ôïõ öáíôáóôéêïý Üîïíá.
ÊÜèå öüñá ìåôÜ ôçí åêôÝëåóç ôïõ ðåéñÜìáôïò,
ðáñïõóéÜæåôáé ôï äéÜãñáììá ôçò áðüêñéóçò ôïõ
óõóôÞìáôïò êáé óõæçôåßôáé ç óõìðåñéöïñÜ ôïõ
óõóôÞìáôïò.

Ç Üóêçóç åêôåëåßôáé óôï åñãáóôÞñéï áõôïìÜôïõ
åëÝã÷ïõ ôçò Ó÷ïëÞò Ìç÷áíïëïãþí Ìç÷áíéêþí1.

2. ÂáóéêÝò Ýííïéåò

2.0.1. ÅéóáãùãÞ. Ç áíáôñïöïäüôçóç åßíáé ìéá
ðïëý óõíçèéóìÝíç äéáäéêáóßá óôçí âéïìç÷áíßá
êáé éäéáßôåñá óçìáíôéêÞ óôïí áõôüìáôï Ýëåã÷ï
ôùí äõíáìéêþí óõóôçìÜôùí. ÊáôÜ ôçí äéáäéêáóßá
ôçò áíáôñïöïäüôçóçò, ìåôñéïýíôáé ïé ìåôáâëçôÝò
êáôáóôÜóåéò êáé óôçí óõíÝ÷åéá áíáôñïöïäïôïýíôáé
êáé ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ôïí Ýëåã÷ï ôïõ
óõóôÞìáôïò. ÊáôÜ óõíÝðåéá, ïé íüìïé åëÝã÷ïõ ðïõ
âáóßæïíôáé óôçí áíáôñïöïäüôçóç ôùí ìåôáâëçôþí
êáôÜóôáóçò åîáñôþíôáé ü÷é ìüíï áðü ìáèçìáôéêü
ìïíôÝëï ôïõ óõóôÞìáôïò, áëëÜ êáé áðü ôçí
ðñáãìáôéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôïõ. Óôçí ÐáñÜãñáöï
áõôÞ ãßíåôáé ìßá åéóáãùãÞ óôçí Ýííïéá ôçò
áíáôñïöïäüôçóçò êáé áíáëýåôáé ôï ðñüâëçìá
ôçò ôïðïèÝôçóçò ôùí éäéïôéìþí (ðüëùí) ôïõ
óõóôÞìáôïò.

1http://www.csl.ntua.gr/

2.

2.1. Áíáôñïöïäüôçóç êáôÜóôáóçò
ãñáììéêïý ÓõóôÞìáôïò

ÈåùñÞóïõìå ôï óõíå÷Ýò ÷ñïíéêÜ áìåôÜâëçôï
ãñáììéêü óýóôçìá áíïé÷ôïý âñü÷ïõ, ðïõ
ðåñéãñÜöåôáé áðü ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò:

ẋ=Ax+Bu (1)

Y = Cx+Du (2)

¼ðïõ Á ∈Rn×n; B ∈Rn×m; C ∈Rp×n êáé D ∈
Rp×m, ¼ðùò öáßíåôáé óôï ó÷Þìá (1).

Ïñéóìüò. Ï ãñáììéêüò ÷ñïíéêÜ-áìåôÜâëçôïò,
íüìïò Ýëåã÷ïõ ìå áíáôñïöïäüôçóç êáôÜóôáóçò
ïñßæåôáé áðü:

u= r+Fx (3)

¼ðïõ F ∈Rm×n åßíáé Ýíáò ðßíáêáò êåñäþí êáé r ∈
Rm åßíáé ôï äéÜíõóìá ôïõ óÞìáôïò áíáöïñÜò.

Óçìåéþíåôáé ðùò ôï äéÜíõóìá r ìðïñåß íá
ðáñáëçöèåß, üôáí áõôü äåí åßíáé áðáñáßôçôï [r (t) =
0], ð.÷ üôáí ìåëåôÜôáé ç åõóôÜèåéá åíüò óõóôÞìáôïò
êáôÜ Lyapunov. Ïé åîéóþóåéò êáôáóôÜóåùò
ôïõ áíôéóôáèìéóìÝíïõ óõóôÞìáôïò, üðùò áõôï
ðñïêýðôåé ìå åöáñìïãÞ ôïõ íüìïõ Ýëåã÷ïõ óôï
áíïé÷ôü óýóôçìá üðùò (ó÷Þìá 1) åßíáé:

ẋ= (A+BF )x+Br (4)

Y = (C+DF )x+Dr (5)

¼ðùò öáßíåôáé, ïé åîéóþóåéò (4) êáé (5) Ý÷ïõí ôçí
ßäéá ìïñöÞ ìå ôéò åîéóþóåéò (1) êáé (2). ÊáôÜ
óõíÝðåéá, ôï äéÜíõóìá êåñäþí F ìðïñåß íá åðÝìâåé
óôçí óõìðåñéöïñÜ ôïõ êëåéóôïý óõóôÞìáôïò ìå
åðßäñáóç óôïí ðéíÜêá Á+ÂF . ÁíôéèÝôùò, ìå Ýíáí
íïìü Ýëåã÷ïõ áíïé÷ôïý âñü÷ïõ üðïõ èá ðñÝðåé íá
ãíùñßæïõìå áêñéâþò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (x0) êáé
ôéò ðáñáìÝôñïõò (ðéíÜêåò Á êáé Â) ôïõ óõóôÞìáôïò,



ï íüìïò Ýëåã÷ïõ ìå áíáôñïöïäüôçóç êáôáóôÜóçò
(Åîßóùóç (3)) äåí âáóßæåôáé óôçí ãíþóç ôïõ x0,
áöïý ëáìâÜíåé õðüøéí ôï äéÜíõóìá êáôÜóôáóçò x(t)
êáé ðñïóáñìüæåé ôçí åßóïäï u(t) þóôå íá åðçñåÜæåé
ôéò ðáñáìÝôñïõò ôïõ óõóôÞìáôïò. Óõíåðþò åßíáé
ðïëý ðéï åýñùóôï (robust) óôéò ìåôáâïëÝò ôùí
ðáñáìÝôñùí ôïõ óõóôÞìáôïò.

2.2. Áõèáßñåôç ÔïðïèÝôçóç Ðüëùí

Ðáñáôçñþíôáò ôçí åîßóùóç (4) ìðïñïýìå íá
åêôéìÞóïõìå üôé ôï ðñüâëçìá ôçò åõóôáèåßáò ôïõ
êëåéóôïý óõóôÞìáôïò åßíáé íá âñïýìå Ýíá íïìü
Ýëåã÷ïõ (3) ìå áíáôñïöïäüôçóç êáôáóôÜóåùò Ýôóé
þóôå ôï áíôéóôáèìéóìÝíï óýóôçìá êëåéóôïý âñü÷ïõ
íá åßíáé áóõìðôùôéêÜ åõóôáèÝò (êáôÜ Lyapunov)
ãýñù áðü ôï óçìåßï éóïññïðßáò xe .
Áðü ôçí èåùñßá îÝñïõìå üôé ôï óõíå÷Ýò, ÷ñüíéêá
áìåôÜâëçôï óýóôçìá ôçò åîßóùóçò (4) åßíáé
áóõìðôùôéêÜ åõóôáèÝò áí êáé ìüíï áí ïé éäéïôéìÝò
ëi ôïõ ðßíáêá (A+BF ) éêáíïðïéïýí Re�i < 0; i =
1 : : : ;n. ÅðïìÝíùò ôï ðñüâëçìá ôçò áõèáßñåôçò
ôïðïèÝôçóçò ôùí ðüëùí ôïõ óõóôÞìáôïò ìå
áíáôñïöïäüôçóç êáôáóôÜóåùò ìðïñåß íá äéáôõðùèåß
ùò Ýîçò:

• Íá åõñåèåß ç ìÞôñá F ∈Rm×n þóôå ïé éäéïôéìÝò
ôïõ ðéíÜêá(A+BF ) ôçò åîßóùóçò (4) (ìå r=0)
íá åßíáé óôá åðéèõìçôÜ óçìåßá. ÄçëáäÞ íá
éêáíïðïéåßôáé ç åîßóùóç:

 c(s) = det(sI−A−BF ) (6)

üðïõ  c(s) åßíáé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç
ôïõ êëåéóôïý óõóôÞìáôïò ìå áíáôñïöïäüôçóç
êáôÜóôáóçò.

Ôï åñþôçìá ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé ôï Ýîçò: \Ãéá
ðïßåò óõíèÞêåò åßíáé äõíáôüí íá ðñáãìáôïðïéçèåß ç
ôïðïèÝôçóç ôùí ðüëùí ôïõ óõóôÞìáôïò ?"

Ãéá íá äïèåß ìéá áðÜíôçóç óôï ðáñáðÜíù
åñþôçìá èùñïýìå îáíÜ ôçí åîßóùóç (4) ìå r=0:

ẋ= (A+BF )x

ÐáñáêÜôù èá äåßîïõìå üôé áí ïé (Á,Â) åßíáé
ðëÞñùò åëÝãîéìïé, ôüôå åßíáé äõíáôüí üëåò ïé
éäéïôéìÝò ôïõ (Á+BF) íá ìåôáêéíçèïýí êáé íá
ôïðïèåôçèïýí óå åðéèõìçôÜ óçìåßá ìå êáôÜëëçëç
åðéëïãÞ ôïõ äéáíýóìáôïò F. Êáëü åßíáé íá óçìåéùèåß
üôé ïé öõóéêÝò éäéïôéìÝò ôïõ áíïé÷ôïý óõóôÞìáôïò
ẋ = Ax + Bu äåí áëëÜæïõí ìå ôçí ÷ñÞóç ôçò
áíáôñïöïäüôçóçò êáôáóôÜóåùò. ÁõôÝò ïé éäéïôéìÝò
ðáñáìÝíïõí ßäéåò ìå ðñéí. Áðëþò ï íüìïò Ýëåã÷ïõ

u = Fx + r, r = 0, ðáñÜãåé ìéá åßóïäï u(t) ç
ïðïßá üôáí ôñïöïäïôåßôáé óôï óýóôçìá, ôï êÜíåé íá
óõìðåñéöÝñåôáé óáí íá åß÷å ôéò éäéïôéìÝò óå áëëÜ
(åðéèõìçôÜ) óçìåßá.

Èåþñçìá 1. Äßíåôáé A ∈ Rn×n êáé B ∈ Rn×m ,
õðÜñ÷åé F ∈Rm×n Ýôóé þóôå íá ôïðïèåôÞóåé ôéò n
éäéïôéìÝò ôïõ (A+BF) óå áõèáßñåôá , ðñáãìáôéêÜ
Þ ìéãáäéêÜ óõæõãÞ óçìåßá áí êáé ìüíï áí (Á,Â)
åßíáé åëÝãîéìïé.

Áðüäåéîç. Èåùñïýìå üôé ïé éäéïôéìÝò ôïõ (Á+ÂF)
Ý÷ïõí ôïðïèåôçèåß óå áõèáßñåôá óçìåßá , êáé åðßóçò
ïôé (Á,Â) äåí åßíáé ðëÞñùò åëÝãîéìïé. Èá äåßîïõìå
üôé áõôü ïäçãåß óå áíôßöáóç.
Áöïý (Á,Â) äåí åßíáé ðëÞñùò åëÝãîéìïé, õðÜñ÷åé
Ýíáò üìïéïò ìåôáó÷çìáôéóìüò ï ïðïßïò äéá÷ùñßæåé
ôï åëÝãîéìï êïììÜôé áðü ôï ìç-åëÝãîéìï êïììÜôé
óôï ẋ= (A+BF )x .
ÄçëáäÞ õðÜñ÷åé Ýíáò ðßíáêáò2 Q Ýôóé þóôå:

Q−1(A+BF )Q=Q−1AQ+(Q−1B)(FQ)

=

[
A1 A12
0 A2

]
+

[
B1
0

]
[F1;F2]

=

[
A1 +B1F1 A12 +B1F2

0 A2

]
(7)

¼ðïõ [F1;F2]
∆
= FQ êáé (A1;B1) åßíáé

åëÝãîéìïé. Ïé éäéïôéìÝò ôïõ (Á+ÂF) åßíáé ßäéåò
ìå ôéò éäéïôéìÝò ôïõ Q−1(A+BF )Q, ðñÜãìá ðïõ
óçìáßíåé ïôé ï (A + BF) Ý÷åé ïñéóìÝíåò óôáèåñÝò
éäéïôéìÝò. Ïé éäéïôéìÝò ôïõ Á2, ðïõ äåí ìðïñïýí íá
ìåôáôïðéóôïýí ìÝóù ôïõ F, åßíáé ïé áíåîÝëåãêôåò
éäéïôéìÝò ôïõ óõóôÞìáôïò.
Ïðüôå, ïé éäéïôéìÝò ôïõ (A + BF) äåí Ý÷ïõí
ðñïóäéïñéóôåß áõèáßñåôá. ÊáôÜ óõíÝðåéá ïé (Á, Â)
ðñÝðåé íá åßíáé ðëÞñùò åëÝãîéìïé.

2.2.1. Åëåãîéìüôçôá. ¼ðùò áíáöÝñèçêå
ðñïçãïõìÝíùò ãéá íá ìðïñïýìå íá ôïðïèåôÞóïõìå
áõèáßñåôá ôïõò ðüëïõò ôïõ êëåéóôïý óõóôÞìáôïò,
ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå ôï óýóôçìá áíïé÷ôïý âñü÷ïõ íá
åßíáé åëÝãîéìï. ¸ôóé ðñÝðåé ìå êÜðïéï ìáèçìáôéêü
ìïíôÝëï íá äéåñåõíÞóïõìå áí ôï óýóôçìá ìáò åßíáé
åëÝãîéìï ç ü÷é. Ãåíéêþò óáí Ýííïéá, Ýíá óýóôçìá
åßíáé ìç-åëÝãîéìï üôáí ìéá åßóïäïò (input) äåí
Ý÷åé åðßäñáóç óå ìéá Þ ðåñéóóüôåñåò ìåôáâëçôÝò
êáôÜóôáóçò. Ìå Üëëá ëüãéá üôáí ç åßóïäïò óôï
óýóôçìá åßíáé áðïóõíäåüìåíç áðü ôïõëÜ÷éóôïí ìéá
ìåôáâëçôÞ êáôÜóôáóçò. Ãéá íá ðñïóäéïñéóôåß áí
Ýíá óýóôçìá åßíáé åëÝãîéìï ç ü÷é, ÷ñçóéìïðïéåßôáé
ï ðßíáêáò åëåãîéìüôçôáò:

2nonsingular



Mc = [B AB A2B :: :An−1B]: (8)

Áðïäåß÷íåôáé üôé Ýíá óýóôçìá åßíáé åëÝãîéìï
áí ïé óôÞëåò ôïõ ðßíáêá åëåãîéìüôçôáò ôïõ åßíáé
ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò.

ÊÜèå ðßíáêáò ðïõ Ý÷åé óôÞëåò ãñáììéêÜ
áíåîÜñôçôåò ëÝãåôáé ðëÞñïõò ôÜîçò 3. Ç ôÜîç åíüò
ðßíáêá ïñßæåôáé áðü ôçí äéÜóôáóç ôïõ ìÝãéóôïõ
õðïðßíáêá ìå ìç-ìçäåíéêÞ ïñßæïõóá.
¼ðùò îÝñïõìå áðï ôçí ãñáììéêÞ Üëãåâñá, Ýíáò
ðßíáêáò åßíáé ðëÞñïõò ôÜîçò üôáí ç ôÜîç ôïõ
ðßíáêá äåí åßíáé ìéêñüôåñç áðï ôï ìÝãåèï ôïõ. Óôï
ëïãéóìéêü Ìatlabr ï ðßíáêáò åëåãîéìüôçôáò,
ïñßæåôáé ìå ôçí åíôüëç ctrb(A,B). Åðßóçò ç ôÜîç
åíüò ðßíáêá õðïëïãßæåôáé ìå ôçí åíôüëç (rank) êáé
ôï ìÝãåèïò ôïõ ìå ôçí åíôüëç (length).

Äõï âáóéêÜ åñùôÞìáôá ðïõ ìðïñåß íá
ðñïêýøïõí åßíáé:

• Ðþò èá ôïðïèåôçèïýí ïé ðüëïé óôéò åðéèõìçôÝò
èÝóåéò ;

• Ðïõ ðñÝðåé íá ôïðïèåôçèïýí ïé ðüëïé êëåéóôïý
âñü÷ïõ ;

2.3. ÔïðïèÝôçóç ðüëùí óôéò åðéèõìçôÝò
èÝóåéò

Äõï ôñüðïé ðñïôåßíïíôáé ãéá ôçí áðÜíôçóç ôïõ
ðáñáðÜíù åñùôÞìáôïò:

2.3.1. Ðñþôïò ôñüðïò: Õðïëïãéóìüò ôçò
×áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóçò ôïõ óõóôÞìáôïò
êëåéóôïý âñü÷ïõ. Ìå ôçí ìÝèïäï áõôÞ âñßóêïõìå
ôçí åðéèõìçôÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ôïõ
óõóôÞìáôïò êëåéóôïý âñü÷ïõ, äçëáäÞ q(s) =
(s−�1)(s−�2) : : :(s−�n) = sn+an−1s

n−1+ : : :+a0
êáé ôçí ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ðïõ áíôéóôïé÷åß
óôï óýóôçìá êëåéóôïý âñü÷ïõ åîéó.(4)(5), äçëáäÞ:
det(sI−A−BF ) . Óôçí óõíå÷åßá åîéóþíïõìå Ýíáí
ðñïò Ýíáí ôïõò üñïõò ôùí äõï ðïëõþíõìùí.

2.3.2. Äåýôåñïò Ôñüðïò: ÌÝèïäïò Ack-
ermann. ÁõôÞ ç ìÝèïäïò âáóßæåôáé óôçí
óõíôñïöéêÞ4 ìïñöÞ ôùí ðéíÜêùí (Á,Â).

Ïñéóìüò. • Ôï óýóôçìá ìå ðßíáêåò (Á,Â,C,D)
óå controller ìïñöÞ üôáí m = 1 5 äßíåôáé Ýùò

(Ac;Bc;Cc;Dc) üðïõ AC
∆
= Â = PAP−1 êáé

3full rank
4Controller Forms
5Single-Input Case (m = 1)

BC
∆
= B̂ =PB êáé Cc

∆
= Ĉ =CP−1 êáé Dc =D

ìå :

Ac=




0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1
−�0 −�1 · · · −�n−1


 ; Bc=




0
...
0
1




(9)
¼ðïõ ïé �i åßíáé ïé óõíôåëåóôÝò ôçò
÷áñáêôçñéóôéêÞò åîßóùóçò �(s) ôïõ Á,
äçëáäÞ:

�(s)
∆
= det(sI−A)= sn+�n−1s

n−1+· · ·+�1s+�0
(10)

Íá ðáñáôçñçèåß ðùò Cc
∆
= Ĉ = CP−1 êáé

Dc = D äåí Ý÷ïõí êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç
ìïñöÞ. ¸ôóé ç Ýêöñáóç (Ac;Bc;Cc;Dc)
ëÝãåôáé controller ìïñöÞ ôïõ óõóôÞìáôïò.

• Ç ìÞôñá ìåôáó÷çìáôéóìïý P õðïëïãßæåôáé Ýùò
Ýîçò:
¼ðùò áíáöÝñèçêå êáé ðñïçãïõìÝíùò ï
ðßíáêáò C = [B;AB; · · · ;An−1B] åßíáé
êáé n × n áíôéóôñÝøéìïò. Áí ðÜñïõìå ôï

C−1 =

[
×
q

]
, üðïõ q åßíáé ç nóôç óåéñÜ ôïõ C−1

êáé × õðïäåéêíýåé ôéò õðüëïéðåò ôéìÝò ôïõ
C−1 . ¸ôóé:

P
∆
=




q

qA

· · ·
qAn−1


 (11)

¼ðùò öáßíåôáé áðü ðáñáðÜíù ïñéóìü, áí
Ý÷ïõìå Ýíá óýóôçìá ìå åëÝãîéìïõò ðßíáêåò (Á,Â),
õðÜñ÷åé Ýíáò ðéíÜêáò P Ýôóé þóôå ôï óýóôçìá (Ac=
PAP−1;Bc = PB) åßíáé ç controller ìïñöÞ ôïõ
áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò. Ïé ðßíáêåò A+BF êáé P (A+
BF )P−1 = PAP−1 +PBFP−1 =AC+BcFc Ý÷ïõí
ßäéåò éäéïôéìÝò êáé Ýôóé ôï ðñüâëçìá êáôáëÞãåé óôçí
Ýõñåóç åíüò íåïý ðßíáêá Fc, Ýôóé þóôå Ac+BcFc
íá Ý÷åé ôéò åðéèõìçôÝò éäéïôéìÝò. ¸ôóé ï áñ÷éêüò
ðéíÜêáò F äßíåôáé áðü:

F = FcP (12)

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé ïé ðßíáêåò (Á,Â) Ý÷ïõí
ìåôáôñáðåß óôçí ìïñöÞ (Ac;Bc). ÐáñáêÜôù
åîçãåßôáé ç ìÝèïäïò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðßíáêá
Fc ãéá ôïðïèÝôçóç ôùí éäéïôéìþí.
¸óôù Ý÷ïõìå ìéá åßóïäï áíáöïñÜò óôï óýóôçìá



êëåéóôïý âñü÷ïõ.6 ¸÷ïõìå:

Fc = [f0; · · · ;fn−1] (13)

¸ôóé áöïý ïé ðßíáêåò Ac;BC åßíáé óå controller
ìïñöÞ, ôüôå Ý÷ïõìå:

AcF
∆
=AC +BcFc

=




0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1
−�0 −�1 · · · −�n−1


+




0
...
0
1


 [f0; · · · ;fn−1]

=




0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

−(�0−f0) −(�1−f1) · · · −(�n−1−fn−1)




(14)

¼ðïõ �i åßíáé ïé óõíôåëåóôÝò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîßóùóçò �(s) ôïõ Ác, äçëáäÞ:

�(s)
∆
= det(sI−Ac) = sn+�n−1s

n−1+ · · ·+�1s+�0
(15)

Åðßóçò ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ôïõ AcF ìðïñåß
íá ãñáöôåß ùò åîÞò:

det(sI−AcF )= sn+(�n−1−fn−1)s
n−1+· · ·+(�0−f0)

(16)
Áí ïé åðéèõìçôÝò éäéïôéìÝò åßíáé ïé ñßæåò ôïõ
ðïëõþíõìïõ:

�d(s) = sn+dn−1s
n−1 + · · ·+d0 (17)

ôüôå ïé óõíôåëåóôÝò, fi; i = 0;1; · · · ;n− 1; ðñÝðåé
íá éêáíïðïéïýí ôéò di = �i−fi i = 0;1; · · · ;n−1,.
¸ôóé ðñïöáíþò Ý÷ïõìå:

fi = �i−di; i= 0; · · · ;n−1 (18)

Óçìåéþíåôáé üôé áðü ôéò ñßæåò ôçò åðéèõìçôÞò
÷áñáêôçñéóôéêÞò åîßóùóçò óõìðåñáßíåôáé üôé ðñÝðåé
íá õðÜñ÷åé Ýíáò ðßíáêáò Ad óå óõíôñïöéêÞ
ìïñöÞ, ï ïðïßïò Ý÷åé ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç üðùò
ðåñéãñÜöåôáé áðü ôçí åîéó.(17). ¼ðùò ðñïêýðôåé
êáé áðü ôçí åîßóùóç (18) , AcF = Ac+BcFc = Ad,
ðáßñíïõìå:

Fc =B−1
m [Adm−Am]; (19)

¼ðïõ Bm = 1; Adm = [−d0; · · · ;−dn−1] êáé Ám =
[−�0; · · · ;−�n−1].

7 ÅðïìÝíùò Bm; Adm; êáé Am

6Single-inpute Case(m=1)
7Ç áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù áíáöÝñåôáé óôçí âéâëéïãñáößá
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åßíáé ç nóôç óôÞëåò ôùí Bc; Ad êáé Ac. ¢ñá
ç åîßóùóç (19) åßíáé ìéá åíáëëáêôéêÞ ìïñöÞ ôçò
åîßóùóçò (18). ÌåôÜ áðï ôçí åýñåóç ôïõ ðßíáêá
Fc, ãéá íá êáèïñßóïõìå ôïí F ÷ñçóéìïðïéåßôáé F =
FcP ôçò åîßóùóçò (12). Ðáñáôçñþíôáò ôçí ìïñöÞ
ôïõ ðßíáêá P 8 ôçò åîßóùóçò (11) åßíáé äõíáôüí
íá ïñßóïõìå ìéá åîßóùóç ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ
ðßíáêá F ðïõ áíáöÝñåôáé óôï áñ÷éêü óýóôçìá
(Á,Â). Åéäéêüôåñá, ï 1 × n ðßíáêáò F ïðïßïò
ôïðïèåôåß ôéò \n" éäéïôéìÝò ôïõ (A+BF ) óå ñßæåò
ôçò åîßóùóçò �d(s) äßíåôáé ùò åîÞò:

F =−eTnC−1�d(A) (20)

¼ðïõ:

eTn = [0; · · · ;0;1] ∈Rn

C = [B;AB; · · · ;An−1B] Ï ðßíáêáò åëåãîéìüôçôáò

êáé ôo �d(A) åßíáé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ãéá
åðéèõìçôïýò ðüëïõò êëåéóôïý âñü÷ïõ, èÝôïíôáò
s = A. Ç åîßóùóç (20) óôçí âéâëéïãñáößá
ïíïìÜæåôáé åþò \åîßóùóç Ackermann".

Óôï ëïãéóìéêü MATLAB õðÜñ÷ïõí ïé åíôïëÝò
F = acker(A;B;P ) , F = place(A;B;P ) üðïõ Á,Â
ïé ðßíáêåò åîéóþóåéò êáôÜóôáóçò êáé P ï ðßíáêáò
ìå ôéò åðéèõìçôÝò èÝóåéò ðüëùí.

2.4. ÈÝóç ôùí Ðüëùí ôïõ Êëåßóôïõ
Âñü÷ïõ

Ðïõ ðñÝðåé íá ôïðïèåôçèïýí ïé ðüëïé
êëåéóôïý âñü÷ïõ;

Ðñïôåßíïíôáé äõï ôå÷íéêÝò ðïõ âïçèïýí óôçí
åðéëïãÞ åðéèõìçôþí èÝóåùí ãéá ôïðïèÝôçóç ðüëùí:

• Ðñùôüôõðïò ó÷åäéáóìüò (Bessel-ITAE)

• ÓõììåôñéêÞ ôïðïèÝôçóç ðüëùí (LQR-Linear
Quadratic Regulator)

2.5. Ðñùôüôõðïò ó÷åäéáóìüò (Bessel-
ITAE)

Ï ó÷åäéáóìüò êáôÜ Bessel Þ ITAE ðñïôåßíåé
èÝóåéò ðüëùí ïé ïðïßåò åëá÷éóôïðïéïýí ôï
ïëïêëÞñùìá ôïõ ÷ñüíïõ ðïëëáðëáóéáóìÝíï ìå
ôçí áðïëõôÞ ôéìÞ ôïõ óöÜëìáôïò. ÄçëáäÞ:

L=
∫ ∞

0
t|e|dt (21)

8Single-Input Case (m = 1)



Ç äéáöïñÜ ìåôáîý ôïõ ðñüôõðïõ ITAE êáé ôïõ
ðñüôõðïõ Bessel åßíáé üôé ôï ðñüôõðï ITAE áðëþò
åëá÷éóôïðïéåß ôï ðáñáðÜíù ïëïêëÞñùìá åíþ ôï
Bessel åëá÷éóôïðïéåß ôï ðáñáðÜíù ïëïêëÞñùìá
åîáóöáëßæïíôáò ìåçåíéêÞ õðåñáêüíôçóç9. ¸ôóé ïé
áðïêñßóåéò ìå åðéëïãÞ ôïõ ðñüôõðïõ Bessel åßíáé ðéï
áñãÝò óå ó÷Ýóç áõôÝò ôïõ ðñüôõðïõ ITAE.
¸óôù Ê ç ôÜîç ôïõ óõóôÞìáôïò, óôïí ðáñáêÜôù
ðßíáêá ðáñïõóéÜæïíôáé ïé ðüëïé ôïõ ðïëõùíýìïõ
Bessel , óôïõò ïðïßïõò Ý÷åé ãßíåé êáíïíéêïðïßçóç
Ýôóé þóôå ï ÷ñüíïò áðïêáôÜóôáóçò íá åßíáé ts =
1sec . Áí åßíáé åðéèõìçôüò Üëëïò ÷ñüíïò ts, ôüôå ïé
ðüëïé äéáéñïýíôáé ìå ts.

10

3. Bessel, ts = 1

• Ðñùôüôõðïò ó÷åäéáóìüò Bessel-Äéáäéêáóßá
Ó÷åäéáóìïý ÓõóôÞìáôïò n ÔÜîçò.

{ ÅðéëÝãåôáé ï ÷ñüíïò áðïêáôÜóôáóçò ts

{ Âñßóêïõìå ôï ðïëýùíõìï ðïõ áíôéóôïé÷åß
óôçí k = n óåéñÜ ôïõ ðßíáêá ðüëùí, üðïõ
n ç ôÜîç ôïõ óõóôÞìáôïò.

{ Äéáéñïýìå ôïõò ðüëïõò ìå ts.

{ ÖôéÜ÷íïõìå ôï åðéèõìçôü ÷áñáêôçñéóôéêü
ðïëõþíõìï �d(s) êáé âñßóêïõìå ôá
êÝñäç ôïõ åëåãêôÞ (åíôïëÝò MATLAB:
acker/place).

2.6. LQR (Linear Quadratic Regulator)

¸íáò âÝëôéóôïò ãñáììéêüò íüìïò Ýëåã÷ïõ ìå
áíáôñïöïäüôçóçò ôçò êáôÜóôáóçò ìðïñåß íá âñåèåß
áðü ôçí åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò âåëôéóôïðïé-
Þóåùò ôïõ ôåôñáãùíéêïý êñéôÞñéïõ (LQR). Ôï
ðñüâëçìá LQR Ý÷åé ìåëåôçèåß åêôåíÝóôåñá,
Ýôóé ï áíáãíþóôçò èá ðñÝðåé íá áíáôñÝîåé óôçí
áíôéóôïé÷Þ âéâëéïãñáößá ãéá ðñüóèåôåò ðëçñïöïñßåò

9overshoot
10How, J., Course materials for 16.31 Feedback
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(http://ocw.mit.edu), Massachusetts Institute of Technol-
ogy.Ch. 14.

ó÷åôéêÜ ìå ôï èÝìá. Óå áõôÞ ôçí õðïðáñÜãñáöï
äßíïõìå ìéá óýíôïìç ðåñéãñáöÞ ôçò ìåèüäïõ LQR.
Yðïãñáììßæåôáé üôé ç áíáôñïöïäüôçóç êáôÜóôáóçò
F ìðïñåß íá êáèïñéóôåß Ýôóé þóôå íá éêáíïðïéÞóåé
êáôÜ ôïn êáëýôåñï ôñüðï ôéò äéáöïñÝò áðáéôÞóåéò
Ýëåã÷ïõ. Ôï ðñüâëçìá ôïõ LQR Ý÷åé ìåëåôçèåß ãéá
÷ñïíéêÜ áìåôÜâëçôá êáé ìåôáâëçôÜ óõóôÞìáôá. Óå
áõôÞ ôçí õðïðáñÜãñáöï èá áó÷ïëçèïýìå ìüíï ìå
ôá ÷ñïíéêÜ áìåôÜâëçôá óõóôÞìáôá.

Èåùñïýìå ôï ãñáììéêü ÷ñïíéêÜ áìåôÜâëçôï
óýóôçìá ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôéò ðáñáêÜôù
åîéóþóåéò:

ẋ=Ax+Bu; z =Mx (22)

¼ðïõ ôï äéÜíõóìá z(t) áíôéðñïóùðåýåé ôéò
ìåôáâëçôÝò ðïõ ðñÝðåé íá ñõèìéóôïýí êáé íá
ïäçãçèïýí óôï ìçäÝí.
Áí õðïèÝôïõìå üôé x(0) 6= 0 áò ìåëåôÞóïõìå
ôçí åðáíáöïñÜ ôïõ óõóôÞìáôïò óôçí ìçäåíéêÞ
êáôÜóôáóç óå ÷ñüíï tf = ∞ þóôå ôï êñéôÞñéï
êÝñäïõò

J =
∫ ∞

0
[z(t)TQz(t)+u(t)TRu(t)]dt (23)

åëá÷éóôïðïéåßôáé.
Ïé ìÞôñåò Q, R åßíáé ðñáãìáôéêÝò ,

óõììåôñéêÝò êáé èåôéêÜ ïñéóìÝíåò. ÄçëáäÞ,
Q = QT ;R = RT ; êáé Q > 0; R > 0 . ÁõôÞ
åßíáé ç ðéï êïéíÞ åêäï÷Þ ôïõ ðñïâëÞìáôïò LQR.
Ï üñïò zTQz = xT (MTQM)x åßíáé ìç-áñíçôéêü,
êáé åëá÷éóôïðïéåß ôïí üñï z(t) þóôå íá ðñïóåããßæåé
óôï ìçäÝí üóï ôï t ðçãáßíåé ðñïò ôï Üðåéñï. Ç
ìÞôñá MTQM åðéëÝãåôáé èåôéêÜ çìéïñéóìÝíç êáé
ï üñïò uTRu ìå R > 0 åßíáé ðÜíôïôå èåôéêüò ãéá
u 6= 0 , êáé åëá÷éóôïðïéåß ôï u(t).

Ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ áíþôåñïõ ðñïâëÞìáôïò
âåëôéóôïðïéÞóçò éó÷ýåé ôï áêüëïõèï èåþñçìá:

Èåþñçìá 2. Ç âÝëôéóôç åßóïäïò u(t) ç ïðïßá
åëá÷éóôïðïéåß ôï êñéôÞñéï êÝñäïò J ôçò ó÷Ýóçò
(23) äßäåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

u(t) =−Fx(t) (24)

¼ðïõ:
F =R−1BTP (25)

¼ðïõ P åßíáé ç óõììåôñéêÞ ìç-áñíçôéêÜ ïñéóìÝíç
ëýóç ôçò áëãåâñéêÞò åîßóùóçò Riccati.

ATP +PA−PBR−1BTP +MTQM = 0 (26)

¸ôóé, ç åëÜ÷éóôç ôéìÞ ôïõ êñéôÞñéïõ èá åßíáé :

Jmin = xT (0)Px(0) ãéá t≤ tf (27)



Ôï ëïãéóìéêü Matlab äéáèÝôåé ôçí åíôïëÞ
\lqr(A,B,Q,R)" ãéá ôçí åýñåóç ôïõ âÝëôéóôïõ
êÝñäïò F ìå ôçí ìÝèïäï LQR, Óçìåéþíåôáé üôé ç
ìÞôñá Q óå áõôÞí ôçí åíôïëÞ áíôéðñïóùðåýåé ôïí
üñï ÌÔQM . ¼ðùò áíáöÝñèçêå ðñïçãïýìåíùò ç
ìÞôñá Q ôçò åíôïëÞò áõôÞò ðñÝðåé íá åßíáé èåôéêÜ
çìéïñéóìÝíç.



ÐáñÜñôçìá P

ÅñãáóôçñéáêÞ Áóêçóç
\ÐáñáôçñçôÞò ÊáôÜóôáóçò"
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1. ÅéóáãùãÞ

1.1. Óêïðüò

Óêïðüò ôçò åñãáóôçñéáêÞò Üóêçóçò åßíáé
ç åîïéêåßùóç ôùí öïéôçôþí ìå ôçí âáóéêÞ
Ýííïéá ôçò ðáñáôÞñçóç ôçò êáôÜóôáóçò ôïõ åíüò
óõóôÞìáôïò êáé ó÷åäßáóç åíüò ðáñáôçñçôÞ ãéá
Ýíá óõãêåêñéìÝíï ÷ñïíéêÜ áìåôÜâëçôï ãñáììéêü
óýóôçìá êáé ôïðïèÝôçóç ôùí ðüëùí ôïõ êáé óôçí
óõíÝ÷åéá ç åðßäñáóç ôçò èÝóçò ôùí ðüëùí ôïõ óôçí
ëåéôïõñãéêüôçôá êáé åõóôÜèåéá ôïõ ðáñáôçñçôÞ.
Óôçí åñãáóôçñéáêÞ Üóêçóç áõôÞ èá áðáíôçèïýí ôá
ðáñáêÜôù åñùôÞìáôá:

• ôé åßíáé ç \ ðáñáôÞñçóç ôçò êáôÜóôáóçò Ýíïò
óõóôÞìáôïò;"

• ôé óçìáóßá Ý÷åé ç ðáñáôÞñçóç êáôáóôÜóçò Ýíïò
óõóôÞìáôïò;

• ðùò ó÷åäéÜæåôáé Ýíáò ðáñáôçñçôÞò ðëÞñïõò
ôÜîçò

• ðïõ íá ôïðïèåôçèïýí ïé ðüëïé ôïõ ðáñáôçñçôÞ

• ôé åßíáé Ýíáò âÝëôéóôïò ðáñáôçñçôÞò
êáôáóôÜóåùò

1.2. ÐåéñáìáôéêÞ ÄéÜôáîç

Ãéá ôï óêïðü ôçò åñãáóôçñéáêÞò áõôÞò Üóêçóçò
èá ÷ñçóéìïðïéçèåß \áíåóôñáììÝíï åêêñåìÝò" (In-
verted Pendulum Model 505 - ECP). Ï ìç÷áíéóìüò
áõôüò äéáèÝôåé äõï âáèìïýò åëåõèåñßáò (ìéá
ðåñéóôñïöéêÞ Üñèñùóç ç üðïéá ÷áñáêôçñßæåôáé áðü
ôçí ãùíßá è êáé ìéá ðñéóìáôéêÞ Üñèñùóç ìå
ìåôáâëçôÞ ôçò ìåôáôüðéóçò x), åê ôùí ïðïßùí
ìïíü ç ðñéóìáôéêÞ Üñèñùóç åíåñãïðïéåßôáé áðü Ýíáí
êéíçôÞñá óõíå÷ïýò (DC motor), üðùò öáßíåôáé êáé
óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá.

1. Inverted pendulum model 505-ECP

1.3. Äéáäéêáóßá ôçò ÅñãáóôçñéáêÞò
¢óêçóçò

Ðñéí åêôåëåóôåß ôï ðåéñáìáôéêü ìÝñïò ôçò
åñãáóôçñéáêÞò Üóêçóçò, äßíåôáé ìéá óýíôïìç
ðåñéãñáöÞ ôïõ óõóôÞìáôïò áíåóôñáììÝíïõ
åêêñåìïýò êáé óôçí óõíå÷åßá äßíåôáé ìéá èåùñçôéêÞ
áðÜíôçóç óôá ðáñáðÜíù åñùôÞìáôá, Ýôóé äßíåôáé
Ýíá êÜëï õðüâáèñï óôïõò öïéôçôÝò þóôå íá
ãßíåé ðéï êáôáíïçôü ôï ðåéñáìáôéêü ìÝñïò ôïõ



åñãáóôçñéïý. Ãéá ðñáãìáôïðïßçóç ôïõ ðåéñáìáôéêü
ìÝñïò, ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï óýóôçìá áíåóôñáììÝíï
åêêñåìïýò ECP-model 505 êáé ìå ôçí ÷ñÞóç
ôïõ ëïãéóìéêïý Ìatlabr , óôçí ðñþôç öÜóç
ó÷åäéÜæåôáé Ýíáò ðáñáôçñçôÞò ðëÞñïõò ôÜîçò, óôçí
óõíÝ÷åéá ôïðïèåôïýíôáé ðåéñáìáôéêÜ ïé ðüëïé ôïõ
ðáñáôçñçôÞ óå áõèáßñåôá óçìåßá, îåêéíþíôáò áðü
Ýíá óçìåßï óôï äåîß çìé-åðßðåäï ôïõ öáíôáóôéêïý
Üîïíá êáé óõíå÷ßæïíôáò ðñïò ôá áñéóôåñÜ ìÝ÷ñé Ýíá
óçìåßï áñêåôÜ ìáêñéÜ áðü ôï öáíôáóôéêü Üîïíá,
êÜèå öïñÜ ìåôÜ ôçí åêôÝëåóç ôïõ ðåéñÜìáôïò
óõãêñßíåôáé ôï ðñáãìáôéêü äéÜíõóìá êáôáóôÜóåùò
ôïõ óõóôÞìáôïò óå ó÷Ýóç ìå ôçí åêôßìçóç ôïõ
äéáíýóìáôïò êáôÜóôáóçò (åîüäïõ ôïõ ðáñáôçñçôÞ).

Ç åñãáóôçñéáêÞ Üóêçóç åêôåëåßôáé óôï
åñãáóôÞñéï áõôïìÜôïõ åëÝã÷ïõ ôçò Ó÷ïëÞò
Ìç÷áíïëïãþí Ìç÷áíéêùí1.

2. ÂáóéêÝò Ýííïéåò

ÄåäïìÝíïõ üôé ôï äéÜíõóìá êáôÜóôáóçò åíüò
óõóôÞìáôïò ðåñéÝ÷åé ðïëëÝò ÷ñÞóéìåò ðëçñïöïñßåò,
õðÜñ÷ïõí ðïëëÝò åöáñìïãÝò üðïõ ç ãíþóç
ôïõ äéáíýóìáôïò êáôÜóôáóçò óå êÜðïéï ÷ñïíéêü
äéÜóôçìá åßíáé åðéèõìçôÞ. Ôï äéÜíõóìá êáôÜóôáóçò
åßíáé äõíáôü íá ìåôñçèåß áðü áéóèçôÞñåò óå
ôïðïèåôçìÝíá óå êáôÜëëçëá óçìåßá. Óôçí
ðñïçãïýìåíç åíüôçôá åß÷å ãßíåé ðáñáäï÷Þ üôé üëåò
ïé êáôáóôÜóåéò ôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé ìåôñÞóéìåò
êáé Ýðåéôá ïé ôéìÝò áõôÝò ðïëëáðëáóéÜæïíôáí
ìå ôá êáôÜëëçëá êÝñäç êáé óôçí óõíÝ÷åéá
ôñïöïäïôïýíôáí ðÜëé óå ôï óýóôçìá. ÁõôÞ ç
ðáñáäï÷Þ óõ÷íÜ äåí ìðïñåß íá åßíáé äõíáôÞ
êáé ãåíéêþò üðùò öáßíåôáé äåí åßíáé ñåáëéóôéêÞ
ðáñáäï÷Þ.

Åéäéêüôåñá, åíäÝ÷åôáé ïñéóìÝíåò ìåôáâëçôÝò
êáôáóôÜóåéò íá ìçí åßíáé äéáèÝóéìåò Ýùò ðñïò
ìÝôñçóç (Ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé èåñìïêñáóßåò êáé
ðéÝóåéò óå äõóðñüóéôåò ðåñéï÷Ýò åíüò êéíçôÞñá
ôæåô). åðßóçò õðÜñ÷ïõí ðåñéðôþóåéò êáôÜ ôéò ïðïßåò
ìðïñåß íá åßíáé ðñáêôéêÜ áäýíáôï íá ãßíïíôáé
ìåôñÞóåéò áðü äéáöïñÝò äéáèÝóéìåò êáôáóôÜóåéò
ôïõ óõóôÞìáôïò ëüãù ïéêïíïìéêïýò ëüãïõò
(ð.÷., ìåñéêïß áéóèçôÞñåò ìðïñåß íá åßíáé ðÜñá
ðïëý áêñéâïß) Þ ãéá ôå÷íéêïýò ëüãïõò (ð.÷., ôï
ðåñéâÜëëïí ìðïñåß íá åßíáé ðïëý èïñõâþäç ãéá êÜèå
÷ñÞóéìç ìÝôñçóç).
¸ôóé, äéáðéóôþíïõìå üôé åßíáé áíáãêáßá íá
ìðïñïýìå íá åêôéìÞóïõìå ôéò ìåôáâëçôÝò
êáôÜóôáóçò åíüò óõóôÞìáôïò áðü äéáèÝóéìåò
ìåôñÞóåéò, óõíÞèùò åéóüäïõò êáé åîüäïõò (âë.

1http://www.csl.ntua.gr/

Ó÷Þìá 5.3). Ýôóé ìå äåäïìÝíïõò ðáñáìÝôñïõò
Á,B,C,D êáé ôéìÝò åéóüäïõ êáé åîüäïõ åíüò
óõóôÞìáôïò åßíáé äõíáôüí íá åêôéìÞóïõìå ôï
äéÜíõóìá êáôÜóôáóçò óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ üôáí
âåâáßá ôï óýóôçìá åßíáé ðáñáôçñÞóéìï.

Eôóé áí ôï äåäïìÝíï óýóôçìá n-ôÜîçò ðïõ
ðåñéãñÜöåôáé áðü åîéóþóåéò :

ẋ=Ax+Bu; x(t0) = x0

y = Cx+Du (1)

¼ðïõ Á ∈ Rn×n; B ∈ Rn×m; C ∈ Rp×n êáé
D ∈ Rp×m Ý÷åé Ýîïäï Ýíá p-äéáóôáôü äéÜíõóìá y
ìå p < n , ôï üðïéï áðïôåëåß ôçí ðáñáôçñïýìåíç
êáôÜóôáóç. ¸íá êáéíïýñãéï óýóôçìá áðü
ôçí Ýîïäï ôïõ ïðïßïõ ìðïñåß íá áíáðáñá÷èåß
ç êáôÜóôáóç ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò êáëåßôáé
ðáñáôçñçôÞò2 êáôáóôÜóåùò.

2.

2.1. ÐáñáôçñçôÞò ðëÞñïõò ÔÜîçò

¸íáò ðáñáôçñçôÞò ðëÞñïõò ôÜîçò
êáôáóêåõÜæåôáé ìå ðáñáêÜôù ôñüðï: Èåùñïýìå
ôïí ðáñáôçñçôÞ ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü êÜôù ó÷Ýóç:

˙̂x=Ax̂+Bu+K(y− ŷ) (2)

¼ðïõ ŷ
∆
= Cx̂+Du. Ðáñáôçñåßôáé üôé ç ðáñáðÜíù

åîßóùóç ìðïñåß íá ãñáöôåß ìå ðáñáêÜôù ôñüðï:

˙̂x= (A−KC)x̂+[B−KD;K]

[
u

y

]
(3)

¼ðïõ ðáñáôçñþíôáò ôï ó÷Þìá (5.3) öáßíåôáé üôé
ôï u åßíáé ç åßóïäïò óôï óýóôçìá êáé ôï y åßíáé ôï
äéÜíõóìá Ýîïäï áðü ôï óýóôçìá.
Ôï óöÜëìá ìåôáîý ôï ðñáãìáôéêü äéÜíõóìá
êáôÜóôáóçò x(t) êáé ôï äéÜíõóìá ôçò åêôßìçóçò
êáôÜóôáóçò x̂(t) (Ýîïäïò áðü ôï óýóôçìá
ðáñáôçñçôÞ) åßíáé:

e(t) = x(t)− x̂(t) (4)

2Observer



Ï ðáñáãùãüò ôçò ðáñáðÜíù åîßóùóçò åßíáé :

ė= ẋ(t)− ˙̂x= [Ax+Bu]− [Ax̂+Bu+KC(x− x̂)]
(5)

Ìå áíôéêáôÜóôáóç ìå ðñïçãïýìåíç åîßóùóç
Ý÷ïõìå:

ė= [A−KC]e(t) (6)

Ëýíïíôáò ôçí ðáñáðÜíù Ý÷ïõìå:

e(t) = exp[(A−KC)t]e(0) (7)

Ôþñá áí ïé éäéïôéìÝò ôçò (A −KC) åßíáé óôï
áñéóôåñü çìé-åðßðåäï ôüôå e(t) → 0 üôáí t → ∞
, áíåîáñôÞôùò ôçí áñ÷éêÞ ôéìÞ ôïõ óöÜëìáôïò (
e(0) = x(0)− x̂(0): ôüôå ðñïöáíþò ôï óýóôçìá ôïõ
ðáñáôçñçôÞ ìáò åßíáé áóõìðôùôéêÜ åõóôáèÝò êáé
Ýôóé ôï óöÜëìá åêôßìçóçò ìçäåíßæåôáé. Áõôüò
ï áóõìðôùôéêÜ ðáñáôçñçôÞò êáôÜóôáóçò 3

áíáãíùñßæåôáé Ýùò ÐáñáôçñçôÞò Luenberger.

Èåþñçìá 1. ÕðÜñ÷åé Ýíáò ðßíáêáò K ∈ Rn×p
Ýôóé þóôå ôïðïèåôåß ôéò éäéïôéìÝò ôïõ A−KC ôïõ
óõóôÞìáôïò ðáñáôçñçôÞ óå áõèáßñåôá ðñáãìáôéêÜ
Þ ìéãáäéêÜ óçìåßá ìïíü êáé ìïíü áí (A,C) åßíáé
ðáñáôçñÞóéìï.

Áðüäåéîç. Ïé éäéïôéìÝò ôïõ (A−KC)T = ÁT −
CTKT óõìöþíá ìå ôï èåþñçìá 1 ôïõ ðñïçãïýìåíï
ðáñÜãñáöï, ôïðïèåôïýíôáé ìÝóù äéÜíõóìá KT óå
áõèáßñåôá ðñáãìáôéêÜ Þ ìéãáäéêÜ óçìåßá ìïíü êáé
ìïíü áí (AT ;CT ) åßíáé åëÝãîéìïé. Þ ìå Üëëá ëüãéá
ìïíü êáé ìïíü áí (Á,C) åßíáé ðáñáôçñÞóéìï.

3.

Ôï óýóôçìá ðáñáôçñçôÞ ðëÞñïõò ôÜîçò
óõìöþíá ìå ôá ðáñáðÜíù öáßíåôáé óôï ó÷Þìá
(5.4).
Áí (Á,C) äåí åßíáé ðáñáôçñÞóéìïé, äçëáäÞ ìå
Üëëá ëüãéá áí (AT ;CT ) äåí åßíáé åëÝãîéìïé ,áðü

3asymptotic state estimator

ôçí Ýííïéá ôçò åëåãîéìüôçôáò Ý÷ïõìå üôé áõôÝò
ïé éäéïôéìÝò äåí ìåôáêéíïýíôáé ìÝóù åßóïäï ôïõ
óõóôÞìáôïò, ôüôå áí áõôÝò ïé éäéïôéìÝò âñßóêïíôáé
óôï áñéóôåñü çìé-åðßðåäï ôüôå ðÜëé ôï óýóôçìá ôïõ
ðáñáôçñçôÞ åßíáé åõóôáèÝò êáé ôï óöÜëìá åêôßìçóçò
èá ìçäåíßæåôáé áóõìðôùôéêÜ. ÄçëáäÞ áõôÝò ïé
éäéïôéìÝò óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç åìöáíßæïíôáé óáí
éäéïôéìÝò ôïõ (Á-KC) êáé ìðïñïýí íá åðçñåÜóïõí
ôçí ôá÷ýôçôá ôçò áíôßäñáóçò ôïõ åêôéìçôÞ óå
áíåðéèýìçôï ôñüðï. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí áõôÝò ïé ìç-
ðáñáôçñÞóéìåò éäéïôéìÝò âñßóêïíôáé óôï áñéóôåñü
çìé-åðßðåäï áëëÜ êïíôÜ óôïí öáíôáóôéêü Üîïíá ,
ôüôå áõôü åðçñåÜæåé ôçí ôá÷ýôçôá óýãêëéóçò ôçò
åêôßìçóçò óôï ðñáãìáôéêÞ ôéìÞ ôïõ äéáíýóìáôïò
êáôÜóôáóçò, êáé Ýôóé ôï óýóôçìá èá åßíáé ðïëý
áñãü êáé ðéèáíüôáôá íá ìçí Ý÷ïõìå ìéá óùóôÞ
åêôßìçóç ôïõ äéáíýóìáôïò êáôÜóôáóçò.

Ôï åñþôçìá ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé ôï Ýîçò:

• Ðïõ ðñÝðåé íá ôïðïèåôïýíôáé ïé ðüëïé ôïõ (Á-
KC) ôïõ ðáñáôçñçôÞ;

Áõôü ôï ðñüâëçìá ìïéÜæåé ðïëý ìå ôï ðñüâëçìá
ôçò ôïðïèÝôçóçò ðüëùí êëåéóôïý âñü÷ï ìÝóù
áíáôñïöïäüôçóçò êáôÜóôáóçò.
Áðü ìéá ðëåõñÜ ï ðáñáôçñçôÞò ðñÝðåé íá åêôéìÞóåé
ôï äéÜíõóìá ôçò êáôÜóôáóçò ðïëý ãñÞãïñá, ðñÜãìá
ðïõ óçìáßíåé üôé ïé ðüëïé ôïõ ðáñáôçñçôÞ ðñÝðåé
íá ôïðïèåôçèïýí ðïëý ìáêñéÜ áðü ôï öáíôáóôéêü
Üîïíá þóôå ôï óöÜëìá e(t) íá ôåßíåé óôï ìçäÝí ðïëý
ãñÞãïñá. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ üìùò áõôÞ áðáßôçóç
Ý÷åé óáí áðïôÝëåóìá Ýíá ìåãÜëï êÝñäïò Ê, ôï
üðïéï ìå ôçí óåéñÜ ôïõ åíéó÷ýåé ôïõò õðÜñ÷ïíôåò
èïñýâïõò óôï óýóôçìá , ôï üðïéï ïäçãåß óôçí
ìåßùóç ôçò áêñßâåéá ôçò åêôßìçóçò. ¸ôóé ç âÝëôéóôç
ôéìÞ ôïõ êÝñäïõò Ê , ôï üðïéï éóïññïðåß ôçí
ó÷Ýóç ìåôáîý ôá÷ýôçôáò áðüêñéóçò óõóôÞìáôïò
ðáñáôçñçôÞ êáé ôùí õðáñ÷üíôùí èïñýâùí óôï
óýóôçìá âñßóêåôáé ìÝóù äéáäéêáóßá ðñïâëÞìáôïò
\ÂÝëôéóôïõ ðáñáôçñçôÞ" 4.

4optimal estimation problem



2.2. ÂÝëôéóôïò ÐáñáôçñçôÞò

Óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜãñáöï ç åêëïãÞ ôçò
ìÞôñáò Ê ãéá ó÷åäßáóç ôïõ ðáñáôçñçôÞ Þôáí
áõèáßñåôç. Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá ðåñéãñÜöåôáé
ï ôñüðïò ãéá ôçí âÝëôéóôç åêëïãÞ ôçò ìÞôñáò Ê
üôáí åßíáé ãíþóôåò ïé äéáôáñá÷Ýò êáé óöÜëìáôá
ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé óôéò ìåôñÞóåéò. ¸ôóé ãéá íá
åêôéìÞóïõìå ôçí âÝëôéóôç ìÞôñá Ê, ï èüñõâïò
ìå ïñéóìÝíåò óôáôéóôéêÝò éäéüôçôåò åéóÜãåôáé óôï
ìïíôÝëï êáé óôçí óõíÝ÷åéá ç êáôÜëëçëç óõíÜñôçóç
êüóôïò J äçìéïõñãåßôáé êáé ìåéþíåôáé óôï åëÜ÷éóôï.
óôçí ðáñÜãñáöï áõôü åéóÜãïíôáé êÜðïéåò áðü ôéò
âáóéêÝò åîéóþóåéò ôïõ ößëôñïõ \Kalman-Bucy"
êáé ôáõôßæïíôáé ôá äõï ðñïâëÞìáôá ôïõ âÝëôéóôïõ
Ýëåã÷ïõ êáé âÝëôéóôç åêôßìçóçò.

Èåùñïýìå ôï óýóôçìá ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü
ðáñáêÜôù åîéóþóåéò:

ẋ=Ax+Bu+Γ!
y = Cx+� (8)

¼ðïõ ! êáé � ðáñéóôÜíïõí ôïõò ¼ñïõò èïñýâïõò
ôçò äéáäéêáóßáò5 êáé ìÝôñçóçò6. Åðßóçò ! êáé �
èåùñïýíôáé üôé åßíáé äéáäéêáóßá ëåõêïý èïñýâïõ ìå
ãêáïõóéáíÞ óôï÷áóôéêÞ êáôáíïìÞ7 ìå êÝíôñï ôçò
ôéìÞò ìçäÝí. Åðßóçò åßíáé áóõó÷Ýôéóôåò ìå ôï ÷ñüíï
êáé Ý÷ïõí áíáìåíüìåíç ôéìÞ 8 Å[!] = 0 êáé E[�] = 0
.9

Èåùñïýìå :

E[!!T ] =W; E[��T ] = V (9)

¼ðïõ ðáñéóôÜíïõí ôéò óõíäéáêýìáíóåéò ôïõò 10

¼ðïõ W êáé V åßíáé ðñáãìáôéêïß, óõììåôñéêïß êáé

5Process
6measurement
7Gaussian stochastic processes
8expected values
9Óôéò ðéèáíüôçôåò ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ ìéáò ôõ÷áßáò

ìåôáâëçôÞò éóïýíôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ðïëëáðëáóéáóìþí
ðéèáíïôÞôùí íá óõìâåß êÜèå äõíáôÞ ðåñßðôùóç óôçí ôéìÞ ôçò
ðåñßðôùóçò áõôÞò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôçò
æÜñéáò Ý÷ïõìå üôé:

E(X) =
1+2+3+4+5+6

6
= 3:5

ÄÞëáäç áí ñßîïõìå ôçí æÜñéá ãéá Üðåéñåò öïñÝò, ï ìÝóïò üñïò
ôéìþí ðïõ ðñïêýðôåé éóïýôáé ìå 3.5

10covariance - óôçí èåùñßá ôùí ðéèáíïôÞôùí, covariance
åßíáé Ýíá ìÝôñï ôïõ ðüóï äõï ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò ìðïñïýí íá
áëëÜæïõí ìáæß. Áí ïé äõï ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò åßíáé ßäéåò ôüôå
ç ôéìÞ ôïõ covariance ôïõò ïíïìÜæåôáé Variance.
Áí ãéá äõï ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò X êáé Õ üðïõ Ý÷ïõí
áíáìåíüìåíç ôéìÞ: E(Y ) = � E(X) = � . ôüôå ôï covari-
ance ôïõò ðåñéãñÜöåôáé :

Cov(X;Y ) =E((X−�)(Y −�))
Áí ïé ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò × êáé Õ åßíáé áíåîÜñôçôåò ìåôáîý
ôïõò ôüôå ç ôéìÞ ôïõ covariance ôïõò èá åßíáé ßóï ìå ìçäÝí

èåôéêÜ ïñéóìÝíïé ðéíÜêåò. Ð.÷. W =WT ; W >

0; êáé V = V T ; V > 0. Èåùñïýìå åðßóçò üôé
ï èüñõâïò ôçò äéáäéêáóßáò êáé ìÝôñçóçò åßíáé
áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò, ôüôå : E[!�T ] = 0 .
èåùñïýìå åðßóçò üôé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç x(0) ôïõ
óõóôÞìáôïò áêëïõèåß ìéá ãêáïõóéáíÞ êáôáíïìÞ ìå
ãíùóôü êÝíôñï ôçò x0 äçëáäÞ: Å[x(0)] = x0, êáé ç
covariance : E(x(0)−x0)(x(0)−x0)

T ] = Pe0 åßíáé
ãíùóôÞ. Åðßóçò èåùñåßôáé üôé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç
x(0) åßíáé áóõó÷Ýôéóôç ìå ôá ! êáé �.

Èåùñïýìå ôþñá üôé ï ðáñáôçñçôÞò ðåñéãñÜöåôáé
áðü ðáñáêÜôù åîßóùóç:

˙̂x=Ax̂+Bu+K(y−CX̂) = (A−KC)x̂+Bu+Ky
(10)

Ï ðáñáðÜíù ðáñáôçñçôÞò êáëåßôáé âÝëôéóôïò åÜí ç
ìÞôñáK íá åêëÝãåôáé Ýôóé þóôå íá åëá÷éóôïðïéåßôáé
ôï êñéôÞñéï:

J =E[(x− x̂)(x− x̂)T ] (11)

Ôï âÝëôéóôï êÝñäïò K∗ äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

K∗ = PeC
TV −1 (12)

¼ðïõ Pe åßíáé ç óõììåôñéêÞ, èåôéêÜ ïñéóìÝíç ëýóç
ôçò ôåôñáãùíéêÞò áëãåâñéêÞò åîßóùóçò Riccati:

PeA
T +APe−PeCTV −1CPe+ΓWΓT = 0 (13)

Óçìåéþíåôáé üôé ç ðáñáðÜíù áëãåâñéêÞ åîßóùóç
Riccati ìïéÜæåé ìå ôçí åîßóùóç Riccati (5.26) ãéá
âÝëôéóôç ôïðïèÝôçóç ðüëùí, üðïõ :

A→AT ; B→CT ; M→ΓT êáé R→V; Q→W:

(14)
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